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AVERTISSEMENT.

EN 1748 , Mademoifelle Agneli publia
a Milan un Ouvrage inticulé : Inflituzioni
Analytiche , ad ufo della Gioventu Italiana,
en deux volumes in-4°. Le premier contient
les éléments de I'Algébre ordinaire , avec la
folution de plufieurs Problémes déterminés &
indéterminés de Géométrie; le fecond regarde
entitrement PAnalyfe infinitéfimale. Ceft de
ce dernier qu'on donne ici la traduflion.
Les principes des Calculs différentiel & in-
tégral y fonc expliqués d'une manitre claire
& précife ; & cer Ouvrage eft tds-propre
4 guider ceux qui voudront acquérir les
connoiffances néceflaires pour approfondir
certaines branches de la Méchanique , de
I'Hydrodynamique , &c.
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EXTRAIT des Regifires de I Académie
Royale des Sciences,

Du 30 Acic 1771,

Musucu’ PArrunenT, le Muquis e
Covbonecsr & Vaspermonpx, qui avosene ¢é1é mome
mwés par I'Acadéimie pour examiner un Ouvrage intieulé : Trairés
diémenzaires de Caleul differentiel br de Calcul intdgral, tra-
duits de Ulialien de Moo Agnefi , avec des Additions, e
ayane fait Jeur ragport, I'Académie o Jugé que cet Qurrage
méritoit d'étre imprimé fous fon Priviléige. En foi de quoi j'ai
Egoé le préfent Cortificans A Pars, ce 3o Aot 1775,

GRANDIEAN DE FOUCHY,
Secrétaire perperuel de FAcadémie Royale des Sciences.

T ————————

Sous le Privilége accorde @ P Académic Royale
des Sciencer
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TRAITES
ELEMENTAIRES
DE CALCUIL DIFFERENTIETL
ET
DE CALCUL INTEGRAL.
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PREMIER TRAITE.

Dv CarLcul DIFFERENTIEL.

I.J'AN ALysr des infiniment petits, qu'on appelle
autremnent calcul differenciel, ou caleul des fluxionr,
eflt celle qui traite des différences des quantités vae
riables, de quelqulardre que foient ces difffrences.
Lilc embrafle les mithodes des ranuentes, des maxie
ma & minima, des points dinflexion & de rebrouf-
fement des courbes, des raions ofculatcurs, &¢. Ces
méthodes vont faire I'objer des différents Chagires
dont ce premier Traité fera compofé,
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o CArLcur DIFFERENTIEL,’

CHAPITRE PREMIER.

Idl: des Différentielles des différents
ordres y & leur calcul.

x. Nous appellons quantirés yariables celles qui
font fulcepribles d’augmentation & de diminurion;
& nous imaginons qu'elles flucne, & quielles font en
quelque {orze engendrées par un mouvement conting.

Que Pon congoive la droite ABC (Fig. 1), en-
gendrée par Je point A, prolongée & linhni, & fai-
fant avec unc autre droite BD, un angle quelcon-
que. Suppofons que tandis que le poine B va de B
en C, en emporant avee lui b ligne BD qui refte
tovjours parallcie a elle-meme; 2 poine D parcoure
Velpace FE, de forte que par ce double mouvement
il &‘crivc la courbe ADE: il eft clair que les abf-
ciffes AB, AC, les ordonndes BD, CE, & les arcs
AD,AE, leront des quantités cont'nucllement croif-
fantes ou décroiffantes, & par conféquent variables-

2. Lrs quantieés conflantes font celles qui n'au-
gmentent ni ne diminuent, & que Yon regarde comme
dérerminées 3 tels font les paramisres , les axes od
diameeres , &e.

On défigne les conflantes par les premieres lettres de
Falphabet & les variables par les dernieres. Cleft zinfi
que "Algébre ordinaire en ufc a I'égard des connues
& des inconnues,

3. LA diffirence, ou la fluxion d'une quantité va-
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ridble eft cetre portion infiniment &etitc‘: , dont on
congoit que la variable croit ou décroit & chaque
inftant 3 partie fi petite que fon rapport avee fa va-
risble , et moindre que celui de toute autre ligne -
affignable , avec la méme variable, & qu’eile n'ern-
péche pas que Ja variable , aprés cet incrément ou
ce décrémant, ne puifle toujours érre prife & regar-
dée comme 1a meme,

Soit Iz courbe AM(Fig. 2 & 3) dont Paxe ouflg. » & 1
diamctre eft AP: que Pon prenne fur 4P prolongée
unec partic infiniment petiie Py, elle fera la diflférence
ou la Auxion de )'abfgi"‘."c AP; & on pourra regarder
AP & Ap comme éules, parce-quhil n'y a pas de
proportion entre la quantité finic AP & la parric
infiniment petite Pp. Des points P & p foient éle-
vées, fous un angle quelcengue, los deux ordonnées
parallcles PRSI, pm; & foient menées la corde mM
prolongée jefqu’en B, & la droite (MR paralicle a
AP. Les deux triangles femblables BP M, MRm
donneront BP:PM:: MR:Rm. Or, BP & PM
font des quantizés firics, tandis que AR eft inhni-
ment petite; donc Rm fera 228 infiniment petite ,
& fera par conféquent la différence de Pordonnde
P M, Par la méme raifon, 'a corde Mm ¢t aulli in-
finiment petite 3 mais cette corde ( comme je le dé-
montreral ci-aprés) n'étant pas différente de fon arc,
{i bien qu'on peut les prendre un pour Vautre, fe
petit arc Mm eft aufli infiniment penie, & il eft par
conféquent la différence de Yare AM. On voit clai-
remenc par-a que lefpace PN iap terminé por les
deux ordonnées PM, pm, par la difidrence Pp &
par le petit arc Mm, cft la ditférence de Vaire 4217
comprife entre les coordonnées AP, P, & 1a courbe
AM; & que fi 'on meae les deux cordes AM, 4w,
le triangle mixcligne 4ldm fera la di:{ég.cmc wa

Ajij
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4 CALCUL DIFFERENTIEL,
fegment AMS compris entre fa courbe & fa corde.

4- Ox fe fert de la lettre d comme caradiérifligue
pour défligner les difiérences. Ainfi, fi Ton fuppole
tluc-l’ablciffc AP (oit x, Pp ou MR fera dx; &
Pordonnde PAM cft y, Rm fera dy; de méme, i
Pon nomme s Parc ASM de la courbe, ¢ Pefpse
APMS , u le fegment AMS, on sura Alms=ds,
PMmp==dt, AMm=du; & toutes ces difi¢;ences
font des différences premiéres, ou des fluxions di
premier ordre.

Ces différences fone pofitives, lorfgu’elles font llie-
crément ou Paugmentation de leurs variables, & néga
tives fi elles en fone le décrément. Soit, pour exenple
du (econd cas, la courbe NEQ (Fig. 4 ); en [uppofant
AB-=x,BF=dx, BC==y, on aura DC=—1},
différence négative de y.

T1 eft clair que ces quantieés difiérenticlles ne font
pas des chimeres; car outre que la méthode des po-
Jygoncs infories & circonferits qui nous  vient
Ancicns , eft une preuve de leur réalité, on s'en con-
vaincra fans peine, fil'on itggine que Pordonnde MY

(Fig. 4) sapproche de Pordonnée BC, jufqu’a <

quieniin clle coincide avec elle; il eft évident ot
moment ol ces lignes vone fe réunir, ellcs feront ¢1-
rantes d'une quantitéinallignable, c'efta-dire, gty
qu'aucune quantité donnée. Si I'on fuppofe que

FE foient dans cetee polition, alors BF & CU ferort
de ces quantités inallignables , & par conféquent
dificrences ou fluxions.

g. On eft forcé d'admetere dans_Péeendue geo-
métrique , Jes quantitds infiniment petites de différen}
ordres. Pour le prouver , nous naurons recours §'3
1a Géométrie ordinaire.

Eg efict foient AB le cété & AC la diagonshé
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&un quarré (Fig. 5 ). On fait (Géom. 125) que Fig. 5
ces d:x lignessfoz: incommenfurables. Or, je dis
qu'elles font rendues incommenfursbles, non pas par
une trés petite ligne finic EC, quelque petite’ guon
Ja prenne, mais par une autre inBniment plus petite, &
qui eft par conféquent de la clalle des infiniment petits,
Cer, fuppofons que la ligne EC finie, i on
la fouftraic de AC, rende commenfurables les deux
lignes AC, AB; on aura donc AE commenfura-
ble avec le cieé A B. Soit F leur commune mefure,
qui ne fauroit éwre égale 3 EC, fans que le coeé
& ki diagonale fuflent commenfurables; on a donc

F plus petit ou plus grand que EC.

ans le premier cas, foir foultrait F de EC au-
taot de fois qu'il eft potlible , & que G C foit le refte,
Alors, puifque F mefure exattement 4B, 4E &
EG, les deux droites AB, AG feront entr'clles
comme nombre & nombre ; ce n'éroir donc pas la
randeur EC qui rendoit 4B, 4 C incommenfura~
ﬁles » mais c'étoit une guantieé plus petite, telle que
GC, qui eft ceperdane finie, puifgu’clle provient de
Ja quanticé finie £ C d'ou l'on a fouftrait une ou
pluficurs fois F. Que I'op prenne la moitié de F, &
fa moitié de ceric moité, julqua ce quion arrive 3
une partic de F moindre que GC, laquelle érant
rerranchée de GC, il reftera HC; en appliquane 3
HC le méme dilcours qui a éé fair pour £EC, on
prouvera que ce n'elt pas non plus Hcp?mi rend A8
& AC incommenlurables. e coume ce raifonne-
ment cft bon pour une grandeur finie quelconque ,
il faut en conclare que Pirracionnalité provient d'une
quantité inaflignable moindre qu'aucune grandeur don-
née; ce qui a liew aulli dans Vautre cas, (avoir lorf~

que F eft plus grand que EC, ce¢ dont on peut s'al-
furer de la méme maniere,
A i}
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Je vais maintenant plus loin, & je dis que les quarrds
confleaies fur les mémes droites A B, AC, qui, quei-
que leurs cénés foient irrationnels , font comme 1 eft
3 2. font rendus commenfurables par une quantité
infiniment petite du fecond ordre. Soient A B, AC
(Fig. 6) ces deux quarrés; délignons par ED, FI
Jas quancités égales & infiniment petites qui rendent
incommenfurables les cowés AD, AG; AI, AH; &
achevons la préparation telle qu'on la voit dans la
Figure. Les deux reGtangles DK, IK font incom-
menfurables avec le quarté AB, parce qulils font
compris d'une part fous les cités EK, FK commen-
furables avec AG, GB; & d'autre part fous les <o
tés infniment petits ED, FI, d'ou nait Pirration-
nalité entre les lignes AD, AG; Al, AH. Si Von
gjoute 3 ces deux retangles le quarté AK, le gno-
mon ADLKMJIA compolé de ces trois grandeurs
fera incommenfurable avec le quarté AB; mais ke
quarré entier AC & le quareé AB font comme nom-
bre & nombre; c'elt donc le quareé KC ou LM,
infiniment petit du fecond ordre, qui rend commen-
furables entr’cux les quareés AC, AB.

Remarquez que les cubes des lignes A1, AH font
incommenfurables, quoique’ leurs bafes ne le foient
pas; & il eft facile de prouver qu'ils font rendus teks
par une grandeur infinitélimale du troifitme ordre.
On peut reifonner de meme pour les ordres fupé-
Preurss

6. Dr méme qu'il n'y a pas de rapport afligneble
cnire les diffiérences premiéres & les quantieds finics,
il n'v en a pas non plus entre les différences du fe-
cond ordre & celles du premier. Celles du fecond
ordre font infinimene plus petites, fi bien que deux
Guantités innitéfimales du premier ordre qui difié-
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reroient entr'clles d’une quantité infinitélimale du fe-
cond, pourroient étre regardées comme égales. Nen
faut dire autant des dificrences troilitmes & V'égard
des difiérences fecondes ; & ainfi de fuite @ Finfini,

On défigne les difiérénces fecondes par deux d,
les difiérences troifitmes par trois d, &c. Par exem-
ple, la difiérence de d x, c'elt-d-dire, la différence
feconde de x, s'exprime ainfi ddx ou d'x, Et que
Fon remarque ici que d*x n'eft pas la méme chofe
gue dx'. La premiere de ces quantités exprime la
diférence feconde de x, & Pautre déligne le quarté
de dx. La difiérence troifigme de x s'exprime par
dddx ou d'x, De méme ddy eft la difiérence de dy,
ou la dificrence feconde de y, &e.

Les Théorémes fuivants pourront fervir 3 donner
une idée julte des différences fecondes, troifiimes, &¢,

Tutonems L
7. Sor7 une courbe qndmnﬁue MBC (Fig. 7):

done il foit pris une partic BC infiniment potue
du premuer ordre ; que des poinis B & C on méne
deux droizes BA, CA 6cxmdmd¢ ires d la courbe;

ces deux droites BA, pourront €ere regarddes
cemme egales. |

Dixoxsr. Que 'on méne Jes rangentes BD, CD>

& la corde BC. St B4, CA nc iont pas ézales,

foic abaiflée fur eclle des denx que V'on fuppofe la
plus grande , par exemple, fur €A, 'a perpendicu-
lzire BH. La difiérence quill pent y avowr entre les
lignes BA, CA fera plus perite’ que la partie inter-
cepide CH, @ caule de Vangle droit H, & CH (era
plus petite que la corde BC; mais cette corde eft un
nfiniment petit du premicr ordre, puilgue Parc Iui-
meéme eft infiniment petic. Done la diftérence qu'il
Aliv

Fig- 7¢
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y aentre BA & CA cft tout gu plus aufli grande
qu'une grandeur infinitélimale du-premier ordre; d"od
il fuic que les droites B.A, CA peuvent ¢tre regar-
dées comme égales,

Cororratre L

8. Dong le triangle BAC eft ifofcils, & les
angles ABC, ACB font ézaux. De plus , fi 'on
foultraiz ces angles des angles droics ABD, ACD,
les angles reftants BCD, DBC ferone ézaux; & par
conféquent les deux tangentes BD, CD font aufli
épales,

Cororrairne 11

9. S1 I'on mene la droite DA, on aura les trian-
gles ADB, ADC femblables & ézaux , aufli-bicn
que les eriangles AEB, AEC: & par conféquent
Jes angles BAC, BDC feront coupés en deux par-

ties égales; DE fera perpendiculaire fur B C, &
paflera par fon milieu k.

Cororrarge IIL

10, LEs deux triangles DAC, EDC éuane fem-
blables, angle DCE eft égal & langle DAC; &

les deux angles DCE, DB K pris enfemble , font
¢gaux a l'angle BAC.

Cororrarre IV.

11. ON voit par-li qu'un arc infiniment petict BC
d'une courbe quelconque , a les mémes affeions &
Proprictés que le petit arc de cercle décric du centre
A avec le raion 48 ou AC. .

CororLrLaire V.,
12, Les deux wriangles AEB, BED éanc fem-
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blables, on aura AE:EB:: EB:ED; mais AE et
finie, & KB eft une infinitélimale du E;emwr ordre,
ED fera done une infnitéfimale du fecond dont la

valeur fera =-§%—-. Mais le produit de 24E par
ET ¢ft égal (par la propriété du cercle) au quarné

de EB; on a dooc EB=—2A4Ex El=AExED,
& par conféquent 24E: AE:: ED:El; par ol
Ir'on voit que ED eft double de EI, & que par con-

équent les deux lignes infiniment petites du fecond
ordre TE , 1D font égaler.

Cororratre VI

13, LA demi-corde BE & la tangente BD ne
différent entc’elles que d'une quantité mfiniment pe-
tite du troifidme ordre ; car du centre B foit tracé
avec le raion B E Varc EL, infiniment petic du fe-
cond ordre, & qui fe confond avec fon finus; les
deux triangles BD E, ED L feront femblables, parce
qu'ils ont un angle droit en E & L, & un angle
commun en D; on a done BD:DELDE:DL;
mais BD cft une différence du premier ordre, on a
vu que DE l'eft du fecond , DL Velt donc du troi-
fitme. Ainfi, Parc BI de la courbe qui eft plus grand
%uc la demi-corde BE, & plus pent que la tangente

D, ne peut tout au plus difiéver de l'une & de
l‘;autrc que d’une grandeur w¥initélimale du woifidme

earé.

Tutonene IL

14. Sesr une courbe quelconque DAE (Fig. 8 & 9); &y
que }ur Jfon axe on pn?m dez.r parties Hf. IM in-n"‘ :
finitéfimales du premier ordre, & égales ; yue I'on méne
les ordonnées parallties HA, 1B, ME, qui coupe-
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rome fur la courbe les perits ares infinitéfimaux du
premuer ordre AB, BE; & que U'on tire la corde
ABC qui rencontrera au pointe C l'ordonnéde ME
prolongée s'il ¢ft neceffaire ; je dis que la partie CE
comprife entre la courbe & le prolongement de la
corde AB , ¢ff un infinimene petic du fecond ordre.

Soit menée la corde AE. Si la droite IM étoit
une prandeur finie, le triangle ACE feroic aufli
fini § mais fi Pon imagine que l'ordonnée ME s'ap-
proche fans ceffe de HA, de manitre que 1M de-
vienne une fluxion du premier ordre, Fangle ACE
fera conflanc, au licu que Pangle AEC ira croiffant,
& qu'au contaire I'angle CAE diminuera toujours,
julgu’a ce qu'enfin il deviendra infiniment petit, Alors,
il eft clair que de méme que le finus d'un angle in-
finiment petit du premier ordre, dont le rayon eft
fini, eft un infiniment petic du premier ordre ; de
méme le linus de I'angle CAE infiniment petit aufli
du premier ordre, mais dont le raion AF ou AC
eft avlli infiniment petit, fera une grandeur intinité-
fimale du fecond ordre. Mais dans tour triangle, les
cOeés font proportionnels anx finus des angles oppo-
fés; donc la droite CE eft aufli un infiniment petit
du fecond ordre.

Si Pon défigne donc DH par x, HA par y, HI
wou IM par dx, on aura FB ou GC=dy,& EC===—
diy 5 ou je metsle figne négatif , parce que le dy dé-
croit dans la Figure 8, S'il s’agiﬂgit au contrare de
la Figure 9, ol la courbe en cet endroir <ft convexe
vers Faxe DM, le ddy feroit politif, parce qu'alors

e dy augmente,
CorocLiLAIRE,

15. St du point E on mine fur BC la perpen=
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diculaire ES les lignes ES, CS font dc‘s fluxions du
fecond ordre, puilquclles fomt plus petites que EC,

Theokeme IIL

16. St on prend dans un cercle un arc infiniment
petit du premier ordre, fon finus verfe off un infini-
ment perit du fecond, & la difféirence entre fom [inus
droit € fa tangente ¢ un infinimen: pezic du troifiéme.

Soit DC (Fig.10) F'arc en queftion , DB fon finus,
CE fa tangente ; & qu'on mene D F paraliele d AC,
1°. On a par la propriéeé du cercle GB:BD ::BD:
BC; mais G B eft une grandeur finie, & BD eftun
inaniment petit du premicr ordre 5 or, de méme que
G B ¢t infiniment plus grand que BD, de mime BD
eft infiniment plus grand que BC, qui par conféguent
eft infiniment petit du fecond ordre. 2°, Les trian~
- gles femblables ABD, DFE dounent AB:BD::

DF:FE. Oc, AB cft infiviment plus grand que
BD, done DF, qnoique du fecond ordre, eft infi-

niment plus grand que FE, cui ¢t par conféquent
du woificme.

CororntrLatng I

. 19. Puisque la rangerte efl toujours plus grande
que Parc, Parc plut grand que la corde, & la corde
plus grande que le finus droit , & que la tangente
& d¢ linus droit ne difi¢rant que d’un nfiniment petic
du troifitme ordre, peuvent étre pris lun pour "autre ;
on pourra donc aufli regarder comme ézaux le finus
droit, la corde, l'arc & la tangente.

Cororcarne IL

18,5t Von imagine que le cercle ait un raion AN
infiniment petit du premier ordre, 'arc NO & fon

Fig. 1o¢
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finus OM ferone des infiniment petits du fecond, &
le finus verfe MN le fera du troifidme,

Cororrarre IIL

19. SO1ENT prifes fur Paxe DM (Fig. 11 & 12)
deux différences premidres & égales HI, IM, auxquelles
correfpondent deux arcs de courbe infiniment petits
AB, BE; que I'on tire les deux cordes 5K, AR;
que Fon prolonge celle-ci jufqud ce qu'elle ren-
comre en C lordonnée ME grolongée aufli s'il eft
nécelfaire ; que l'on méne ES perpendiculaire 3
BC; & que du cenmre B on décrive Farc E O avec le
rayon BE. On a vu que CS eftun infiniment petit du
fecond ordre, & O S du troifitme, Ainfi . O Peft du
fecond, parce que Pinfiniment petit du troiiéme ordre
ajouté ou fouftrait de celui du fecond, ne I'augmente
ni ne le diminue. Mais HI==IM ou bien 4 F-=BG,
& AB=BC i caufe des triangles AFR, BGC
femblables & égaux ; de plus, les arcs peuvene éere
regardés comme €gaux aux cordes; ainfi CO fera la
différence des deux arcs AB, BE. Si Fon fait donc
Ia courbe DA==s, on aura AB ou BC==d;, &
CO==—dds, avec l¢ figne négarif pour la Fig, 171,
ol 4B eltplus grand que BE, & va conféquent
en diminuant ; & avec le figne pofitif dans laFig. 12,
ou AB eft plus petit que BE, ™

SchHorLrie L

20. Ex détem'ninam les fecondes différences Tde
Pordonnée & de l'arc de la courbe , 1'ai luppofé que
HI & lMé(O‘Gﬂ.! égales; ceft i-dire, que la diffé-
rence premidre de Fabfciffe éoit conflante. Alors
la différence fccond:: de Tabfcifle eft nulle ; c'eft 3-
dire, qu'appellant Vabfciffe x, & h premicre diffé-
ence dx,0on a dd.l‘mO. -
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On peut encore faire deux autres fu;poﬁtions; la
premitre,, que la différence premiére de "ordonnée
{uit conftante, & que celle de l'abfciffe & celle de
la courbe varient ; la feconde, que la différence pre-
miere de la courbe foit conflante , & alors celle de
Pablciffe & celle de Vordonnée font variables.

Mais aprés tour ce qui 2 éré dir, i eft facile de pafier
a cesdeux autres hypothéfes. Suppofons (Fig. 13 & 14)
que BF=EG, c'clt-d-dire, que la Huxion de l'or-
donnée foit conftante, Soicor menées EP paralicle
& PT perpendiculaire 3 BG; on sura BF— PT,
AF=BT, AB=BP;sainfli GT ou EP eft lIa dif-
férence qu'il y a enwe HI & IM. Soit décrie du
centre B, & avec le raion BE, Parc EQ; PO
(era la différence entre V'arc 48 & lare BE, car au
liew d'un arc infiniment petit. on peut prendre fa
corde. Mais les triangles femblables B1P, CEP
donnent PT:TB::CE:EP & PT:PB::CE:CP :
or, PT, TB, BP font des fluxions emitres , &
CE cft unc Auxion feconde; done EP, CP, & en.
core mieux O P font des fluxions fecondes ; par con.
(équent i DH=—x, & DA=3s, on aura pour la
Figure 13, TG ov PE==ddy, PO =

, - dds; & pour
la Figure 14, PE=w—ddx, PO ==—
o ddyimon L

Si la difiérentielle premidre de la cour
tante, ccft-a-dire, f? AB==BE; que 3: ;‘:ﬁ"g
on abaiffe ON paralltle & TP; puilque par la fy
ppﬁt;Oﬂ AB==BE==BO ., on a aulli 4F— B‘s-.
viali VE ou NG eft la diffiérence qu'il y a enere HI
& IMi;masonaaufi FB=N :

0;
V(? eft la différence entre BF & EP(?r S:-nfcglw:({
évident que E € érant une différence feconde . By

& VO le (ont aufi, SiPon adone DHey H
. on wury (Fig.13), NG=ddx~, OV:.-:'_.;:_::;

Fige 1
& 14+
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& (Fig. 14), NG==-—ddx, OV=ddy; & le
dd::-—fo.;our les deux figures,

" Scwmorrs IL

21. La fuppofition de I'une des diffiérenticlles conf-
tante fend les calculs plus faciles & plus courts, comme
on le verra par I'ufage. Cependant, dans pluficurs
rencoatres, on pafle, pour donner plus de pénéralicé
aux reéfuleats, des premiéres diférences aux fecondes ’
fans fuppofer conflante aucune des premiéres 3 voic
comment on les détermine.

Soient HI, IM (Fig. 15 & 16 ) les difiérences pre-
mitres , mais inégzles, de I'abfciffe DH; (oit leur
difiérence ML qui eft ainfi la diffiérentielle feconde
de DH. Conftruifne Jes figures comme ci-deflus,
que Pon meéne 'ordonnés LN »& Ei parallele 3 BG,
Puifque L A eft la difiérence de HI, on a HI =
IL ou AF=BR, & aiofi Jes triansles femblebles
& égaux ABF, BRN donnent BF=NR. Donc
Nielt la différence Guil y a entre BF & F G . Celt-
a-dire, qu'il eft la différentielle de BF, ou la difié-
rence feconde de AH, Op a pareillement AB-— 3N, &
NO cft la dificrence qui] Y acntre 'urc 4B & V'arc B¥;
il elt donc la différenticile de Parc 4B, ou la diffé-
rence feconde de Yarc DA; puifqulil eft clair que
Ni, N O font des difiérenticlles du fecond ordre. L
méme raifonnement fubfifle. § au lieu de fuppoler
AM plus ndgrand que TH d'une quanticé différentielle”
¢u fecond ordre, on Je fuppofe moindre,

22. JE remarquers Gue tout ce qu'on vient de
voir fur les différences fecondes » eft indépendant de
Fangle que font enerelles les coordonnéesde |a courbe;
& quoique cet angle foit droit dans nos figures , les

mémes chofesont licu fous un an gleoblique quelcongue,
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23. Les angles redlilignes font entr’eux ¢n raifon

direfte des ares qui les mefurent , €& en raifon. i erfe
des rayons.

Soient les deux angles EAB, FAC (Fig, 17 ).
Les feGeurs femblables ABE, ACD donnent AR

BE::AC:CD, & par conféquent CD == Bi’;"c .

Mais Pangle EAB ou D AC eft & l'angle FAC::
CD:CF; donc Plangle EAB : Pangle FAC::

BEx AC - . BB .CF
——J’-E——-.CF.Ccﬂ-i-dW-. AB .—A-(To

Tréetoromg IV,

24. St fur la courbe quelconque ACF (Fig. 18),
on prind un arc CF infinimens petic du premier ordre,
& qu'ayane mené les” perpendiculaires C1, F1I 4 la
courbe | on décrige du centre | & du rayon IF, Plarc
de cercle FS, cet arc tombane vers C \ Jera tout en-
tier en-dedans de la courbe, & Ulimeerceprée GS Jera

une grandeur infiniment petite du troifiéme ordre.

Que Fon imagine 12 courbe 4QR envelo
d'un fil , done la partic qui eft au-deffous de & l:'j:f‘:
contre la courbe. Si on prend ce £l par fon extré-
muté A, & qu'on le dérache de la courbe en s'en €loie
gnant, de manicre qu'il foit toujours tendu;, le point

ria la courbe ACF. Le 6 dans Ja polition
CQ touchera la courbe au point Q; dans la pofition
FR infiniment voifine de . il la touchera en R ; &
la tangente CQ prolongée rencontrera FR au poine [,
Cela polé, puitque par 1a génération de la courbe
ACF, la droite QC eft €gale 3 la courbe Q 4,
& la droite RF 3 la courbe RQ A, & que les deux

ri_;- 7.

Fi‘- e,
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rangentes infiniment petites Q I, R I font i clles deux
plus grandes que 'élément QR; CI—4-IR fera aull

lus grand que RQ A ou FR. Otant de part & d’autre

R, il reftcra IC>>IF; ainfi 'arc FS déctiz du centre
I avec le raton [F, rombera en-dedans de la courbe.
Mais par les premier & troificme Théorémes, les
deux tangentes QF, RI ne ﬁupafrem Parc QR que
d’une fluxion du croifitme ordre ; donc la courbe
AQ jointe aux droites QI, IR furpaffera la courbe
AQR, ou la droite FR, de la méme quantizé: Seant
la partic commune IR (il refle 4Q-=Q1, 'cft-i-
dire, IC plus grand que I'F, d'une quantité infini-
télimale cu troifieme ordre,

COROLLAIRE

25. O~ pourra donc regarder ["arc de cercle F$
comme confondu avec l'src FC de la courbe , &
prendre indifféremment Pun pour Pautre ; & Ja tan-
gente QC pourra ctre regardée comige perpendiculaire
3 1a cowrbe ACF su point C, de méme que RF
el au point .

La courbe AQR s'2ppelle la développée, ACF ha
développante, & le cercle F § décrit du point I comme
centre, aves le raion IF, s'appelie le cercle ofcuiateurs

Tutoregmsz V.

a6. Lrs points A, B, E, de la courbe DAE
(Fig. 11 & 12) érane infiniment voifins ; ou, ce qui
¢ff la mime chofe, les arcs AB, BE ctant infini-
ment petits du premier ordre ; Ji Pon éleve les perpen-
diculaires a la courbe QA , QB, NE, les angler
AQB, BNE pourront fire regardés comme €yaux.

D’aprés Je Lemme précédent, on a Pangle 4QB:
Iangle
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i
Yangle BNI‘-'::—;% :-g%—.ou ABxBN:EBx
AQ; mais le rectangle EBxAQ oft plus perit ue”
le re&angle ABxBN, foulemcn?du m‘)&mgﬂ: B?: x
QN , plus du retangle de BN par a différence qu'il

a entre les petits arcs AR, m; & puifque QN,
%E font des grandeurs infiniment petites du premicr
ordre , leur produit eft un infiniment petit du fecond 3
de méme, la diflérence des Petits arcs AB, BF €rang
du fecond ordre, le srodut: de cetre différence par
BN (era du méme or ire. Done les reftongles 4 i
BN, EBx AQ ne difiérant entr'eyyx que par denyx
rectangles infinitélimavx du fecord 1€, peuvent
€re pris Pun pour Pautre; & par conféquent 1es an-
gles AQB, BNE font aufli dans e méme Cas,

CoroLLAXRE |,

27. So1T menée PBR tangente au poine B .
divifera en deux parties égales I'angle 80 8; elta
formé par les deux cordes BE, ABC; o Fangle
BQAC 1L I Théoréme IE) étant double deTangle
PBA==CBR, Vangle BNE fera aufli double de
Pangle CBR. Mais, par le méme Corollaire, Vangle
BNE eft aufli double de Pangle RBE; dop. les
.nslcs CBR, RBE font égaux.

Cororrarre II,

28. L’anGLE CBE eft donc égal 3 Pangle BNE,
& par conféquent les fecteurs BNE, EBO foq
femblables.

Tutorzgme VI

29. Sz dans deux cercles dont les diamétres diffy.
Fent infiniment pew, on prend deus finus droits €zaux
& infiniment petits du premier ordre, la difference
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des finus verfes fera un infiniment peric du troifiéme

Soient ABC, PFH (Fig. 19) les deux cercles;
BE, FG les finus droits en queltion; EC, GH les
finus verfes; & que l'on tire les cordes 4B, BC.
Puifque le finas BE, & par conféquent l'arc BC
font des fluxions premicres ; Fangle B MC, & par
conféquent (a moiti€ BAC & Vangle £BC qui et
égal & B AC, font infiniment petits du premier ordre.
Or, puifque l'angle EBC & fes cinés EB, BC font
du premier ordre, le finus verfe EC Peft dy fecond.

La méme chofe a Jieu pour le finus verfe GH.
Mais par la propriéeé du cercle, le finus verfe EC =

o G e
_Tin , & le fious verfe G H == :’é-== ﬁ; 3y on
a donc la proportion EC:GH :: PG: 4 F. Mais la
grandeur finie PG furpaffe la grandeur finie AE d’une

i

tité infiniment petite par rappore 3 elle, ceft-3-

»par Phypothefe., d'une quantité du premier ordre;
donc EC, qui eft du fecond ordre , furpalle GH,
du méme ordre, d’une quantité infiniment petite par
rapport & elle, c'eft-d-dire du woifitme ordre.

THRoreme VIL

30. Soz7 la cowbe BEG (Fig. 20 & 21) rap-
portée au foyer, Cefl-da-dire, telle que toutes les ordone
nées partent dun méme foz‘m donné , tel que A , gulon
appelle le foygr; duguel foient menédes trois ordomnées
infiniment vo«_ﬁms AB, AE, AG, qui embrafjent
les dewx arcs infiniment pesits du premier ordre BE,
EG; que U'on zire la corde BE, gui, prolongée, ren-
contrera en L Pordonnée A G prolongée auffi, £il cg
néceffaire s que du centre A on décrive les arcs BC.E

dont BM, EN fone les finus ; que Pon faffe enfin
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[angle NEP cgal d Pangle MBE: linterceprde GP
Jera la différence feconde de Uordonnée AB.

Soit tirde la corde EG. Puifque lesangle: AT2 X,
NEP font égaux, & que les angles en A7 & A fune
droits , les triangles EBM, PEN fone Looiiiiles,
De plus, prenant pour conftante le finus B ., Cefi-a-
dire , faifant EN == BM, les mémes triangles feront
Earfaitement égaux, & lon aura ME == NP, Mais

caufe de BM==EN, la difiérence des finus verfes
MC, NF eft ( Théo, précédent ) infiniment pegite, pan
rapport a eux. Donc CE, FP foor avfli dgales, &
par conféquent GP cft la différence qu'il y a entre
CE & FG. Maintenant fi Von mene les droites EQ,
GQ perpendiculaires 3 la courbe s po'nis E, G,
Pangle LEG ( Coroll. I du Thior. V, qui a Jien
foit qu'on rapporte la courbe & l'axe ou au foyer),
fera égal A Vaogle EQG. Or, celuici éant infini-
ment petic, LEG le fera aufhi ; & puifque les droites
EG, EL font du premier ordre, GL (& 3 plus
forte raifon G P, Fig. 20) fers du fecond,

. Le finus B M (Coroll. I du Théo. LIl ) eft égal a
Varc BC; prenant donc ( Fig, 20) pour conftant I'arc
aulieu du finus, & faifant ce petit arc ==dx, AB=uy,
on awa CEe=dy & GP==w-ddy. Enfin, {i Von
décritda centre E & du raion EG l'arc GV, & qu'on
fuppofe BE =ds, VP fera — dds.

COROLLAIRE

37, L’anGgre LEP eft égal i Tangle EAG; car
par conftru@ion EPA—=—B E A; mais l'angle cxterne
EpP A égal sux deux intérieurs L & LEV; &
Pangle BE A== L~4-EAG ; tant donc l'angle L de
pare & d'autre, il reftera LEP==F A G. Et comme
cela eft vrai, foir que la courbe foir concave au point

Bij
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A, foit qu'elle foit convexe, comme il eft facile de
le voir, on aura dans la Fig, 21, Pangle LEP in-
finiment petit, & par conféquent L P eft du fecond
ordre ; mais on a vu que G L eR aufli du fecond;
donc la ligne entitre GP Teft aulli, & exprime le
ddy. Si du centre E avec le raion EG, on décrit
Patrc GV, PV fera le dds,

Si ceft dy qu'on veut prendre pour conflante ; que
du cencre .‘{ & du raion AG, on décrive larc GT, &
que du point T on tire la droite T0 A, Puifque FG =
EC (hypot, ), le triangle TEO eft €égal & femblable
au riangle EBC; sinli BC=FEO, & BE=ET.
On a donc (Fig. 20) O F=ddx, & TV =dds;
mais (Fig. 21) OF==—ddx, & TV =w-dds.

Si Pon prend ds pour conflante, foit mende la
droite VRA, on aura EGa=EV—BE; par con-
féquent les triangles EBC, EVR font femblables &
égaux, & BC=ER, CE=RV. Ainfli, dans la

l%.‘ 20, 0n a RFmddx, V]:—-.-—dd]; & dans
la Fig. 21, RF = ddx, VIi=ddy.

Enfio, (jaucunc des fuxions n'eft conflante, fup-
pofons EF plus grand que BC, de la difiérentielle
feconde RF (F .22 & 23); foit menée la droite
ART, & du point E pour centre foit décric P'are
GV avec le raion EQ, uifque BC==ER, CE fera
aulli =RI, & BE—ET; donc Ia différence entre

CE&FGQRT,a&h i
EG ot VI différence entre BE &

ScmorLie 1,

- Lo I5. n'eft pss hors de propos de prévenir une
di cul.té qu'on ctoit me faire. Comme dans le
Théom P‘& 3 it, on Pfend pour égalc‘ . en vertu
du Théoréme VI, les petites lignes CE, FP, tandis
que le Théoreme V1 uppofe éguux les finus B M,
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E N, on pourroit éwre porié @ croire que tout ce
qui a éé déterming fur les différentielles fecondes
n'a lieu que lorfquon prend la fluxion BC pour conf-
rante. Mais cette difficultés’évanouira fans peine , (i 'on
faggatrention gue lors méme qu'on fait varier BC, fa
différence n’¢ft qu’un infiniment petit du fecond ordres
ce qui ne nuit point & I'égalité des différenticlles pre-
midres BC, K F, ni i celle des finus BM, EN.

Scmori1e IL

33. Les Théorémes précédents renferment les
principes fur lefquels eft tondée la théorie des inb-
niment petits de tous les ordres, & facilitent les
moyens de faire un bon ufage des Calculs différenticl
& intégreal , dappliquer méme aux grandeurs infini-
ment petites la (;mhé(c & l'analyfe des Anciens, & de
n'employer que Ja pure Géomérrie; ce qui met dans
les calculs une fimplicicé & une élégance particulitres,

’POUI’ fe garantir des paralogifmes dans lefquels il
n'ell que trop facile de tomber , il faut faire artention
que dans les lignes infiniment petites de tous les ordres,
comme dans celles qui ont une grandeur linie, il y a
deux circonflances importantes 3 confidérer , favoir,
lear grandeur & leur pofition. Quant i leur gran-

cur, je ne crois pas qu'on puifle s'y tromper, 3
moins de n'étre de avis erroné de ceux qui regardent
ces grandeurs infiniment petites comme nulles ou chi-
mériques,

Quoique les quantités, en diminuant 3 I'infini,
paflent & des ordres inférieurs , les proportions refient
cependant les mémes dans tous les ordres. Par exemple,

I trois lignes, toutes du méme ordre, forment un trian-
gle , & qu'elles diminuent proportionncllement julqu’a
paller dans un ordre inféricur , les angles ne changent
point, & confervent entr’eux lewéme rapgon. Dansces

i
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rencontres, on ne doit jamais prendre une ligne pour
Vautre , ni les fuppofer égales; il faue au conrraire
conferver les analogies, & comparer les eriangles d'un
geore avec ceux d'un autre, ¢’cft-d-dire les infini-
ment petits avec les finis; ceux du fecond ordre agec
ccux du premier & avec les finis; & ainfi de fulte.

Mais fi deux grandeurs, de quelqu’ordre qu’elles
foient , différent d’une quantité inafignable par rap-
port & elles, alors fans héfiter , & fans craindre au-
cune erreur, on peut les prendre Pune pour Pautre.
La fuppofition de leur égalité ne peut entrainer avec
elle aucun inconvénient,

Il faue donc érre foigneufement fur fes gardes,
lorfgu’il s’agic de la pofition des lignes, & des angles
qu'elles forment. Si on les confond , lorfqu'il ne le
faut pas, on tombera néceflairement dans des para-
logifmes.

34- AvANT établi les principaux fondements de
jc calcul, je vais C:nfcagmr 4 diffiérencier les formules
¢ toute elpece. Lommencons par Jes réfulrars de I'ad-
dition ou de la foufiraétion & plufieurs quantités ;
que I'on demande, par exemple, la différence de
@t x 4§+ y —u. La diffiérence de x érant d =,
celle de (1 éaant d7, &c, & celle de a écant nulle ou
zero, fi Von regarde cbaque Quantité comme accrue

de {a différence affe&ée dy v'a ité méme,
Ja formule propofée [e Chmggn:r;‘ cn tcﬁ?t?tf:ez-
d.r—&-:g-l—df-l-‘ = dy et du, o0 fouftrayant la
prcml;(:; ::ml:m 3:‘-0—4 idy—du fera précifé-
ment I'i rey i : -
B mf';“. egu la guantité propofée, Ceit
On tire de-13 cerre regle générale, que pour difié-
rencier un affeniblage quelconque de quantités ama-
Iytiques dune dimenfion , il fuffir de prendre la diffé-
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vence de chaque variable, en lui donnant le figne de
la variable r;zmc._Ainﬁ.hdiifércuce de b s—7 eft
—ds—d7; celle de aa—gbs4-by et —gbdi
bdy.

5. Pour différencier le produic de plufieurs va-
riaales , par exemple Xy, OD remarquera que lorfque
x devient x—4dx, & que y devient y+d_y‘. alors
xy devient xy ~yd¥-+xdy+dxdy, qui clt le
produit de ¥—-dx par y~+dy; quelon retranche
xy de ce produit, 1l reftera ydx +xdy--dxdy.
l\éis dxdy éuane le produir de deux quantités in
niment petites cft infiniment moindre que chacun des
deux autres termes ydx & xdy, qui expriment des
produits d’une grandeur finic par un infiniment perit,

peut donc le négliger hardiment; on aura donc
xdy—ydx pour la difiérence de x{‘.e
’ ¢ T'on ait 3 différencier ¥y 1. produit de
s4dx par y--dy par g-+di el xyg-rygdx-i
x7dy4-xydy+gdxdy - ydxdy+-xdydy-4=
dxdydy; d’ou fouftrayant la quantitée propofée ,
ilvelle yg dx—-xgdy—-xydi—+jdxdy4-ydsdz—4-
xdydi-+dxdydy. Mais le premier, le fecond &
le troifisme termes font chacun lc produit de deux
grandeurs finies par une troifiéme infiniment petite ;
& le quatrieme, le cinquitme & le fixidme font cha-
cun le produit d’une grandeur finic par deux inki-
niment petites; ainfi, chacun de ces trois derniers
éant ishniment plus petit que chacun des wois pre-
micrs, peut &tre négligé fans crainte, & a plus forte
raifon e feptidme ou dernier, qui eft le produir de
trois grandecurs infinitéfimales; on a donc yyda~j
S{gly-i-x]dg pour la difiérence de xy3.

ous tirerons de-1i cerce regle : Pour différencier
le produit de plufieurs fatteurs variables, il faut pren-

Biv
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dre la fomme des produits de la différence de chaque
facteur par le produirt des autres facteurs. Ainfi la diffic-
rence de bxgi eft bayde-bxrdyetbigdxctxyix
O==bxidi-bxtdy4btydx; cor la dificrence de
b el zero. La difiérence de (a=t=x), (b—y) cft
dx (bomy )—dy(a ~-x )==bdx = ydx — ady —xdy,

36.S51l'on veur difiérencier unefraQion, parexcmple,
—;— : que 'on fuppofe -3-—=;; on aura donc x=1y;
or ces quantités étant 6§nles. leurs différences le font

aufli, c’eft-a-dire, que I'on a dys=ydy~-ydz; d'od
= . dx —~3dy x
Pon tire dg== ————eie, Or t==—-3 mettant done

of dx d
= au lieu de 7, on a dpomee . T2
dxt e xd i-’ ed
4 = Z.; mais puifque 1=7. dy ou fon
€gale ZEAEEY et difiérence de —.,

g

Nous étagl'uons donc pour regle, que li’ différence
d'une fraltion eft une autre fra&ion qui & pour numéra-
teur le produic de la difirence dy numérateur de la
propofée par fon dénominateur, moins le produit
de la difiérence du dénominateur par fon numérateur,
& dont le dénominarevr eft le quarré du dénominateur
de la fraltion propofée,

ad=

La difiérence de -:_- elt par conféquent e —=-,
xx

Cellede™ % e "‘"“‘fl’"""‘ , Ceft- 3 dire,s

adx L d y
— 7 Celle de —Z_ o LV —0drvrdy

—— e e—

o by (b= y)-

biy o
' . E » i - -’-—L a0
) nfin, la différence de s eft .
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37. Passons 3 la différenciation des puiffances,
& Pprenons d'abord celles qui font parfaices, Jeft-i-
dire, qui ont un expofant entier pofitif, par exemple,
xx. Puifque xx ¢8o le produit de ¥ par x; en fui-
vant la regle des produits, on trouvera pour (a difié-
rence xdx4-xdx ou 2xdx. Si lon veut différen-
cier x' qui eft le produit de x par x par x, on trou-
vera pour (a difiérence xxdxrxdx~4-xxdx, ou
3xxdx. Enfin, en procédant de méme, on trou-
vera qu'en général la difiérence de x* et mx™"dx.

Si expofant eft négatif, fi Yon a, par exemple,

ax™* gy

; il faudra, en fuivane la regle des

xx
fraftions, prendre le produit de la différence du nu-
mérateur par e dénominateur, en foultraire le pro-
duit de la différence du dénominateur par Je numé-
rateur , & divifer le tout par le quarré du dénomi-
nateur ; or, la différenticlie I: dénominateur eft 2xdx;

donc la différentielle de ax=* ou :’ eft e

1a0xd d A : .
- ., ou— ‘:," . De méme la différenticlle

FIg— 1 s yexdx . 3dx
-

généralement celle de ":-. ou b:‘ fera

n.xn—ndx —— I —

e = , Ceft-3-dive — max " Id» L

- Sl s'agic d'one puiffance imparfaite & pofitive ,
telle que 1'(x") ou x7, -:— exprimant un nombre
rompu pofitif quelconque ; alors que Pon fuppofe
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P == ; en fevant chaque membre 3 la puiffance
n, on aura ¥ ==1"; & en diffiérenciant, mx"~—'dx=

.—'df. ce Wl dom dtg—:‘::-::‘-‘-d-i; m;‘g
x Ecane égal & 1%, on a aulli =" == 2" ; fubl-
tituant donc cette valeur au lieu de ', on aura

dy== 't.-.:: a= e ga ' d 2,
Jp—
expofant eft négatif, comme dans —7—-—
(x")
ou &% ,ou—'T-,on trouvera par la rpgle des

L
frations que la diffécencielle eft — ot =

x -
-—lx-' dx,
L. regle elt doac, la dxﬂ'énnuelle d'une
fance quelconque pnte ou imparfaite, po m

ou négative , eft le prodmt de I'expofwt de In puil-
fance par la quantité méme élevée 3 une puiflance
moindre d'une unieé lo la puiffance donnéc j&le
tout multiplié par I3 ffcrence de la qmnme.

Ainf la dificence de =* fera ! .r' 'drﬁ
x’d.r. ou ; dx]/(x) Cel!edex‘ fera & .r' —is

= x‘lx ou ;dx]/(x). Celle de ——, 0u 5"
x
fera —!x" i—‘d:.:——%x °lx.ou._..—,—‘:-.

:x‘
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De méme fi Pon difiérencie (ax -+ xx)?, on rou-
vera que [a difiérence eft 2 (ax—-xx) (adxd-25dx )=
2aaxdx4-Gaxxdx~+ 4x*dx. Que celle de
(zy-tax) elt 3(xy—4ax) (xdy4ydx—4adx)==
3x'yydy 4-6ax’ydy—+3aax’dy 43y’ xxdx
gayyxxds—gasyxxdx4-3a'xxdx. Que celle de
V[ax—xx], ou (ax —xx)" et ; (ax—xx)i™ ' x
(adx —2xdx) = ¢dx—u:b: « Que celle de

;(aar-—::)T.

, ou (ay—+xy) 'elt —:(ay-

]’/ (ay=-xy)

:J)-‘i— ’(¢d7+xdy+’dx)=ooo..oo'o
—ady—xdy~—yds

3(ay+x) )%
Eofin, pour multiplier Jes exemples en favear de
ceux qui voudront s'exercer , la différence de (a—x)

V (a=-x], ou (4—3’)(¢+x)%e&—d;(“.,)§_“

-:-(a-i-x)% '"’dx.(a-—-x) = — d:]‘/[¢+x]+
dx(g—2x) .

.r i; (¢+:]"
Celle de |/ [ax—+xx41/(a*—2*)], ou [ax4-
adx = 3 gdx — - “*
L (et =)
X | s
T e Ve
(adxder xdx)(at—x* )‘:'..—x! dx

(@t xt )él/[cx-o-xx-i-v/(l‘**‘)] .

g2 xx
Ccucdc V[‘*‘f‘.x] cnoo...-.-.---ooo
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jaxxdrtixVdx——aVdee—ragxdx

:[az-f-x:]?. ‘
Et Ce"c dc x‘/[‘:.‘.xxl eﬁ...........o'
ay{ay——xy]

1aayxdx~terayxxdx —— 3yxidx—aaxxdydexedy

u(a)--x})%V[ca-o-ax] '

38. On difiérencie les quantités infinitéfimales,
foit du premier ordre, foit des ordres inférieurs ,
de la méme maniére que les quantieds finies. Ainfi,
les regles que je viens d'expofer ferviron: pour les
unes & les autres. Il faur feulement faire atcention
que fi Pmlqu’unc des fluxions du premier ordre a
€éué prife pour conftante, fa difiérence doir étre nulle
ou zero. Je vais donner quelques exemples,

Que 'on air & différencier la formale ydx —xdy,
fans prendre aucune des fluxions pour conflante, la
difiérence feradxdy—+4-yddx— dxdy— xddy=—=yddx—
xddy. Si on prend 4¥J>our conftante, la difiérence
fera dxdy—dxdy—xddy, qui fe réduit & — xddy.
Ec fi dy oft conftante, on aura pour la difiérence
dxdy~yddx—dxdy==yddx,

Si 'on différencie -!—:;:- fans prendre aucune des

fluxions pour conflante , on aura pour la différence
dedy* +)lydlx-)lrdd)

» en regardant dx

dyr
comme conflante, 0.“:;{““’ » & en prenant
drrdx +ydydd 5 .
dy pour conftante , —= de: 4 ',qucréduui

dydx4-yddx
&y

-
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IV Ide? -dyr)

" De méme la différence de T , en
&ﬁﬁntd(tOhﬂﬁﬂtc.cﬂ...........-......
\ dxld=+dyddy

dydrvdxt +dytia-ydyx Vida wdy)

\ : - d“ — - s
dx'dy4-dy' 4-ydxddx4ydyddy 2

v i . En faifane dy
COO“:MG.G"GGﬁ.......-.oooo..o..-...,
dyd ' paceaden - DT
g bl s ) b o v :ldwlafjr +,? }
dz* '
= dx2dyd3 4 dy 3y 4 ydpdnddx oy dy — 58y O
dPV [(dx® 4= dy?) *

En faifane.dx conftante, elle efte oo v vvvwead
yde.dyddy

dyd b
> Mdr'-o-b'l-o-‘,m,_b,, yddv der4-dy
d3» -
gix’l.ﬂk-o-dv’é‘{-hr’:‘.':.‘.'?ddv-—-‘)'fx'f~'f—_ya_]‘ddg
' VIdxizrdy) .

Enfin, fi sucune des fluxions premidres n'eft conf-
tante, fa différence fera. « « o e vernnernna..

dyd . ydo. . tduedic~dydiy) 2 AL

Ghvidn+dy)+ Vidoody) IRV [dxiq gyif

‘ dz*

==il'dﬂz+d]‘l{-i-}dtdxddx-i-yd'?dm‘é)—-yb’:@;—.ﬂ)o&ft
d2*v |dx* +dy?) .

Et i dans cette dernidre formule, on efface tous

les termes ob oft ddy, Ceft-i-dire, fi on faic dg

Conﬂange. on rewrouvera la premitre; i Pon effice

Ceux ot et ddy, on rerouvers Ja feconde : enfin
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en effacant ceux on cft ddx, on aura la trois
fitme,

Si Pon diffrencie ~5%4247 o citene d cont
. vigx+yy)
‘mte’ on aurJOOO‘OO ooooo ..-..o. oooooo -

(xdmeyly) 2dzsyidy)
View=yyl

(€x o dy "y ddy )y [xx b3y —

X273y
#xdy*exxyddy+yydxi4-y1ddy—1xydedy

o (xx-i—;;)%
Si 'on fait dy conflante, la différence fera. . ...

dxs -
(e e xiddie -4y )/ (X5 4 1y] e (rdmaydysndxvydy)
V(.lo”}

X2 4y
xiddndxxdytbyydeityyxddx—irxydxdy

===

(xx-w))‘:'

Ec fi avcune des fluxions n'eft regardée comme cont
tante, elle fera, . ...

L B B NP R P S

(Jl'*ll?r-’-‘j'-ﬁ)dd;) ‘/[xr"_”]_ (xdxeydy). (adevydy!

Viexweyy)
o xXx=-y>y i
248 - Xy "+ XYy + yydet ey yudde 4 y1 ey 1 x3dxdy
.. '
(28'0-)])% .

Enfin, fi oo veut diffécencier Ia formule différentielle

du fecond ordre SEXH &) Vidrradyr)
~—dxddy

N ,
g (dxt pudyr s
bien __“‘i") » e prenant dx pour coaltante,

on trouvera pour fa difiérence ,
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ydyddy.(dx3+-dy* ). (——dxddy)4-dxdddy. (d=* +Jj')¥ :
dx*ddy? *
L’hypothefe de dy conflante , ne peut pas avoir lieu
ici, puifque le ddy fe wrouve déja dans la formule
donnée. Mais fi aucune des fluxions n'cft conftante,
la différence fer8, s c oo v anvavas P RS Y

3(deddxa-dyddy) ded-4dy )3 (—duidy)4{(dxd) y4-dixddy) (Ox? 4-3;’){' :
dx*ddy? 5
On procédera de la méme manidre dans d'autres
cas plus compofés.

CHAPLETRE 11
De la Méthode des Tangentes.

39. Soum'r la courbe ADF (Fig. 24 & 25), Fig. 24
TDG fa tangente en un point quelconque D, BD & »s-
fon ordonnée perpendiculaire & Vaxe 4B, & CF
une ordonnée infiniment voifine, qui, prolongée s'il
<ft néceflaira, rencontrera la tangente en un point G
& foit tirée DE paralldle i l'axe AB. On a vit que
GF eft infiniment gxite par rapport & EF, & que
la différence entre DF & DG eft infiniment perite
Par rapport au petit arc D F; on pourra donc prendre
comme égales EF & EG, autii bien que DF & DG,
Celapo(é. fi P'on fait 4B==x, BD=y; EF ou
EG fera dy, BC ou DE fera dx, & DF ou DG
fera |/ Tda4-dy ). Mais Jes triangles femblables
GED, DBT dounent certe proportion GE : ED ;3
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DB:BT, ou bien en t:rma analytiques, dy:dx:!
y:BT; ainfi BT= Jd; , ce qui cft la formule gé-
nérale des fou-tangentes pour une courbe gnelcongue.
Maintenant, dans le cas ol Pon aura une co

donnée, il faudra, pour en avoir la fou rangente,
diﬁérenc;cr fon équation, & fubftituer dans la for-
jd; la valeur de dx ou celle de dy tirée
de V'équation différenciée; alors les différenticlles s'éva-
nouiront , & on aura en termes finis la valeur
de la fou-tangente qui convient 3 un point quel-
conque de la courbe donnée; & fi on vouloir J'avoit
pour un point déterminé, il fuffiroic de fubflitver,
au licu des inconnues, Jes valeurs qu'elles doivent
avoir relativement A ce point donné,

40. LE droit que Ton a de regarder EF, EG
& DF, DG comme ézales, fait que 'on peut con-
fidérer le point G comme 5'il tomboit en F, Cefti-
dire , que la tangente DG, Jarc DF & fa cordes
fo confondent. De cette manidre, les courbes font
des polygones d’un nombre infini de cdeés infiniment
petits 5 ce ‘?m ne doit s'entendre que lorfju'on s'ar
réte sux difiérences du premier ordre ; car i 'on pafle
3 celles du fcconr.!. alors le point G pe fe confond
point avec le point F, puifque GF eft une diffé-
tence feconde. A :

qr:Ln méme triangle GDE nous fournira I'ex-
preilion des autres lignes znalogues & la fou-tangente:

En effet, les triangles femblables GED, BDT
donnent GE:GD::DB:DT, elt-i-dire, 47

V [dx"=-dy*]::y:DT; ainfi DT-Z-——V@:‘_-"Q.-?-
exprellion générale de la rangente.

mule

Si
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Si DN eft perpendiculaire 3 1a courbe au poine
D, les trangles GDE, DBN feront femblables ;
& on aura DE:EG::DB:BN, ceft-d-dire, dx:

dy::y:BN; & par conféquent BN == "? , fors

d
mule générale de la fou-normale,

On aura encore DE:DG::DB: DN ou dx:
]/[dx'-{-d]']::yzDN;ainﬁ DN='&/—T—-—-2.-].'
formule de la normale.

Que du point B I'on méne BM, BH i=
culsires & DN, DT, On aura les triangles femblables
CDE, DBM qui donncront GD:GE::DB:BM
ou [/[dx'-}-d'y‘] :dysniy:BM., Donc BM==

ydy TP -
T o » expreflion générale de la ligne B M,

Les wriangles GDE, DEBH feront auli fembla-
bles; & on sura GD:DE:: DB:BH ou |/ [dx'=i~dy']:
dxiiy:BH=— 2%

Xi1y .BH O T B expreflion générale
de la ligne BH

42. La fimilitude des deux triangles GED, DBT,
ers connoitre de plus l'angle que la tangente faic
avec laxe & un point quelconque de la courbe ; car
lm?h DTB fera connu, dés qu'on aura le rappore
du finus droit DB au cofinus BT, Cef-d-dire, lo
Fipport de GE 3 ED, ou de dy a dw.

Ainfi T'équation de la courbe étant donnée , fi on
la différentie , & i on fait de Péquation différen-
ticlle une propurtion, dont deux des termes foiene
dy & dx, on aura le rapport du {inus au colinus

e l'angle DTB, qui fera par conféquent connu,

43+ ON aura aulli en verty de ce reifonnement
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fes mémes formules pour les courbes rapportées H
un foyer (Fig. 26 & 21 )- On fera feulement atten-
tion i 'on mine du foyer B une perpendicu-
Jaire BT 3 Yordonnée BD, laquelle reacontrera la
cangente en I, les triangles DBT, DGE feront
femblables; car les angles TBD , DEG font droirs,
& l'angle TDB ne furpafle Yangle DG E que do
Pangle infinicéfimal DB G, comme on le yoit clai-
rement ¢n menant GQ perpendiculaire 3 TB. On
peut donc regarder les angles TDB, DGE comme
sraux , & par conféquent auffi les deux angles BTD,

DE, & les deux triangles DTB, GDE comme
femblables. Mais de plus GF efl infiniment petite
par rapport & EF. Donc, &c.

ExesMrLEs I
St lacoutbc ADF(“ .2’) eft une para-
e ﬁ““)]5¢:."%¥'

renciant, on aura adx=2ydy, & dx == f
Subflituant eatt: valeur de dx dans la formule des

fou-tangentes "; » ON aura 'i" qui fe réduit 3

ax, en mettant 2u licw de yy fa valeur ax donnée
par P'équation de la courbe. La fou-tangente dans Is
parabole eft donc double de I'abciffe, Ainfi, fi Fon
prend AT==A4B, & querpat les poins T& D on
méne la droite TD, elle fera tangente au point D-
Si au lieu de la valeur de dx donnée par Péquation
de la courbe, on avoit fubflieé la valeur de dy»

. adx y
qui cft - dans la formule générale, on auroit

trouvé, de méme qu'auparavant, -l-f’—'-.. Il me fuffira
‘d'en avoir fait la remarque dans cet exemple,
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Si on demande la fou-normale de la méme para-
bole, on prendra la formule générale des fou-nor-

males -‘Z;}- , dans laquelle on fubflituera au licu

d .
de dx, (a valeur t’.'] urée de Péquation de la

courbe; & on aura ¢T pour la fou- normale de

la parabole , C'eft-3-dire, qu'elle eft la moi-
ti¢ du paramitre. Si Fon prend donc B N —

-:-., & que du point N au point D, on meine Ia

dro.;g; ND, clle fera perpendiculaire 3 12 courbe
en D,

Si ceft Ia tangente DT que Von cherche ; dans
la formule des tangentes Jt’l‘::'-b ) s on fub-
ftiuera -l‘:—-aj- au lieu de dx, & on aura.
» dyrdnadyr
VI :" f 242 -‘;-I/Jﬂj-{-u]:(en
mettant au lieu de y{/fa valeur ax donnée par Péqua-

ton de la courbe) xx-ax], quielt Iy
gente cherchée, L4 . 94 e

Pour la normale DN, fubflituez encore —22

S————

a

au liew de dx dans la formule "V(‘:.:-"’.l "

ot i IVIayydyrqraady’) 2 vV I4yr42a)
1ydy a

o Vidax 4a2)

2 .
Pour la droite BAf, faites la m&nccfg}aﬂitudon
Ui
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24y .
dans la formule v Prprer e & elle deviendra

aydy a ay
Viordyr+aadyrl  VIay+aa]
ay'iax}
VvV 4ax-aa)
Enfin, pour la droite BH, fubflituez toujours Ia
méme valeur de dx dans la formule générale

—— RPN |

- zdx , & vous trouverez 2754y
v [dx'w-dy?] g V [0ydy* 4-cady*)
*yy 10w

o= oo .
‘/[’qu-ml] V[Q“*Jcl

Lorfque V'on a trouvé la fou-tangente , on n'a pas
befoin de recourir aux formules pour trouver les
autres lignes ; je ne m’en (uis fervi ici que pour
donner lieu aux Commenqants de s’exercer, En effet,
BT ¢ant une lois connue, le triangle TBED rec~
tangle en D, fait connoitre la tangente TD ; & la
fimiliwude des wiangles TBD, DN, DMB, DHB
donnera toutes lqt,utrcs lignes ; eft peurquoi , dans
les exemples fuivints, je n'appliquerai la méthode
“qu'aux fou-tmgenw!.'

Si l'on veut avoir ¢ angle que la tangente de la
parabole fait avee I'axe ; il n'y a qua prendre I'équa-
-tion difiérenticlle adym=2ydy, & en former cette
proportion dy:dx::a:2y; par oti Pon voit que quel-
que part que foit le poufr D, lc finus droir BD eft
au colinus PT comme le paramétre eft au double
de l'ordonnée. Ex fi 13 wngente eft déterminée pout
uo point D, tel, par exemple, que Pabfciffe correl-

pondante ARB oy xa—E— » on tirera de I'équation
de la courbe la valeur de y correfpondante 3 I'abfcifle
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., qui eft ici y= —:—-.&la proportion précédente
.

fe changera en celleci, dy:dx::a:a; Celt-d-dire,

que lorfque y=-'-:-. ou que x== -::-.l’nngle DITB
elt de 45°. '
Au fommet A, on a y=0; ainfi la proportion
devient dy: d x::a:0; ce qui fait voir qu'au fommet
de 1a courbe dy eft infini par rapport & d x, ceft i-
dire, que le cofinus de Mangle elt nul , & qu'ainfi
la tangente en ce point et perpendiculaire i Paxe.

Exemprpre IL

1.{.:. Sort Péquation générale des paraboles de tous
les degrés, x==y", ol je fuppofe que l'unité rende
les termes homogenes , & que m reprélente un nom-
bre pofirif entier ou rompu. En difiérentiant, on a

dx==my~—'dy, & en mettant cette valeur de dx

d
dans la formule < d; » on trouvera la fou-tangente

—d

* == mx, Soit maintenant m==3, ou qu'il
s'agifle de la premiére parabole cubique x=y°, fa
foutangente == 3x. Soit m=1, ou qu'il foic
z»eﬂion de fa feconde parabole cubique xy=—y%,

fou-un;cma fera +x, &c.

L'équation différentielle de la courbe dx -—
my"='dy donne cette proponion dysdx::q;
my*=". Mais en fuppolant y==o0, fi m eft plug
grand que P'unité, la proportion devient dy:dy ..
I:0; c'elt-d-dire, que la raifon de dy & dx eft in.
finie, & qu'sinfi la tangente au fommet eft

diculaire 3 Hapen-

Uaxe. Et fi m elt plus petit que Vunité,
la propertion devient dy:dy::x;:

m
Jl_. ’ ouen

Ciij
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fuppofant y==o0, dy:dx::iz:=; celt-d-dire, que

o
la raifon de dy 3 dx eft infiniment petite, & que

ru conféquent la tangente au fommer eft parallcle
laxe,

Exxmrrze IIL

46.QUE la cowbe DCE ( Fig. 28) dont on
cherche 1a fourangenre , foir Thyperbole entre les
afymprotes, done V'équation eft xy==az, En difié-

renciant, on 2 ¥dy~ydx==0, & dr—o. ¥

J
La fubficution de cette valeur de dy dans la for-

d
mule -'-’-‘T"- donne la fou rangenre = —_—, vi-

leur négative ; ce qui veut dire que la fou-rangente
B I doit ére prife du o60é oppofé aux abfciffos, St
Fon prend donc BT==B A, & i on méne au point
C la droite 1C, elle touchera Jg courbe zu point C.

Commq dans la courbe DCE, Pordon e y dé-
croit randis que Pubfifle augmente , j1 auroit fallu,
en ‘diﬂ'ércnlcnm. faire dy néparif i Mais pour Ju méme
raifon le aaroit aulli du érre pric it ne
daos I3 for.;mlc générale; com e R
le faire de parr & d'aurre | Je réf
Daos les sutres cas pareits ¢ me difpenferai d'en
avertir, me contentunt de l'avoir faje ich,

Soie Péquation géuérale y =

a l'infini 3 routes Jes hypecboles entre tes alymptores,
m €ant un nombre Quelconque pofitif, ‘eatier oa
frattionnaire, Eq dificxenciant , on gura dxs=e
mym 24 . mdy ¢ i
T =i 5 en fubllivuant cetre va-

1 N °
~~— qui convient
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Jeur dans la formule ‘T:; , la fougtangente fera w

~;:—= (d'aprés Péquation de la courbe ) — mx.
Exexrre IV.

47- Sort la courbe ADF (Fig. 24) un cercle
dont le diamétre éant =22, AB==x, BD=y,
I'équation eft 2ax—xx==yy. Difiérenciant, on a

2¢dx—2xdx=2ydy, & dx= ":); Ainfi la
formule 22
d

de la fou-tangente deviendra 2z,

gr—Xx

ou, en mertant pour yy fa valeur prile dans l'équa-

. FIX XN
tion de la courbe,

» La fou-tangente du
@

cercle eft donc une ligne quatrieme proportionnelle
gy, 2a~x,& x.

Si l'on compee les abcifles AB depuis le centre
(Fig. 29), & qu'ainfi 'équation du cercle foir aa—
¥x==yy; la ditlcrenciation donne —xdxu=ydy,

24 & par la fubflisution ordinaire,

™ >
la formule de la fou-tangente deviendra .....-Zf_ P

¢e qui exprime une ligne woificme proportionnelle
@ AB & BD, mais prife négativement, ou en allant
de B vers T.

ExemrrLs V.

& d:-‘-a—-

n‘. 4.

Figs spe

48.S1 ka courbe ADF (Fig. 24) repréfente I'el Fig. sy

lipfe de Péquation @x—xxem —-32~ dont les abf-

ciffes partent du fommet 4; on trouvem, apres avoir
Civ
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diffiérentié, dx = (ujb 3 & certe valeur de d¥

a—-s'x)

fubftiruée dans 1a formule "Lx donnera la fou-tane

lﬂ_’" s !dx-—ll!
b(gmmmzx) Lo 3 30

pour fa valeur ax—~—xx donnée par Féquation.

Si dans certe expreflion de Ja fou-tangente on fait x ==

gente ==
oy
b

» BN merranc

—-qui eft la moitié de I'un des axes, elle deviendra
B
raa
G
int ol le fecond axe coupe 13 courbe » eft paral-
cle au premiér axe ; ce qu'on trouveroit encore
étre vrai, fi Pon cherchoir Fangle que le premier
axe faic avec la tangente en ce poine,
Qu'il s"agifle de V'équarion générale aux ellipfes
ay™ 4
de tous les degreés , ~—-’3~3--L (@ e 2

€tane des nombres pof;

» Ceftidire infinie. Donc 14 tangente pour le

JSyom&n

tfs entiers oy rompus. En
différentiant, on 3 ~::5:1- ay"‘"'"‘d_7=mx"""'
dx(a—-x)"-"dx(dm-r)"—‘x". & par coaféquent
(m"'h)a',ﬂ‘ﬁ- --Ud.’
6;nx“'*l(¢~x)n
fliruant ccree valeur da

d x 2=

—bnx"(a-—-x)"‘-' 3 fub-
s la formule générale , &
-

mertant enfuite, ay Jiey de X7 °

——3 > fa valeur don-

née par Iéquation, on aura pour fou-tangente. .
(RMbnysmigem sy : 5553
'—mﬁn".(cq_x)l-"r<‘-r}‘_. 30 w. €n lel’
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fant le numérateur & le dénominateur par x™ !
(m-n).(ax—x5)

(g~ x )", deviendra

3 Q v J13 X w1} R
Dans le cas de Uellipfe ordinaire m==1, & n=1;

& par conféquent la fou-tangente eft bl b

’
Bew—ai X

comme on I'a déja trouvé plus haut. Si m=—3,

ne=2, celt-a~-dre, fi P'équation eft -%— s

fax--~gsxx
xV(a=-x)*, la fou-tangente fera Y s &c.

Sl s"agiffoit de V'équation —‘-—j:b-:-:-mx"(n-{—x)',

qui exprime les hyperboles de tous les degrés x
portées a Vaxe, ez comptant les abfciffes depui:‘:;
fommet ; on trouveroit, en opérant de méme , que
(mep=n) (¢x+x8) -
la fou-tangente eft ——— s, réfultar qui
ne différe du précédent que par les fignes, de méme
que Péquation d’olt on I'a tiré. Dans le cas de Phy-
perbole ordinaire, m=w 3, nmmx ; & la fou-tangente
d} LAX 222
A=4-3x

«Sim=3, n==2, delt-d-dire i

P s

Péquation eft ‘Jb ==x'(a-x)', la fou-tangente
fax =g xx
Jas-5x

49- LA méme méthode des tangentes, fournit le
mMoyen de reconnoitre fi les courbes ont des alymp-

totes, & doone la manidre de les mener , lorlqu'elles
font inclinées 3 Iaxe. e

fera

s XCo
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ExsmrerrLe L
s0. Suprosoxs que la courbe ADE (Fig. 30)
foit reprélentée par 'équation ci-deflus, sl

s
s (a=x), dont la fou-tangente et TB=

(mt-n) (@22¥) L'interceptée AT fera...

ma~sp-mx—+nx
(m—-n). (2x4+xx) nax
— X ==a e
Ma~MX—ax Ma~pmx=nx

Il eft clair que Ja tangente TD deviendra afymp-
tote, {t la courbe érant touchée & un point infintment
éloigné, ou i l'ablciffe AB=x devenant infinie,
Pinterceptée AT refte finic ; mais fi dans I'expretlion
de AT on fuppole ¥ infinic, le premier terme ma
du dénominateur fera infiniment plus petic que les

autres, & devraétre négligé;alors AT fera nax
na mx-nx

= —, quantité finie; la courbe a donc une alymp-
tote qui doit pattic du point M, en faifant MA=

—— Pour la mener, que I'on éleve AH perpen-

diculaire 3 AB, & {uppofons que Pafymprote foic
MHP. Cela pofé, §i x ¢ft infinie, on azra‘:lx:dyﬂ
MA: AH ;5 mais alors a oft zero par rapport & %,
“f‘l:‘ change Péquation de la courbe en celle<i
a -

3 ==X"*%, ou cn tirant la racine , & failnt

pour plus de commodité met=n==t, en cette autre,
YV a==x]/b Maintenant, diffiérenciant, on 2

Ay l‘/‘-zdleb.& par conféquent dx:dy:: ]y a: /b

Donc MA: AH::V a: Vb, ou,"s caufe de MA=
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e, = AH::| a:)/b; einh AH= b
' t rVa

Si I'on prend donc AM-——-";-, & qu'on éleve la

MHP fera Vafymprore de la courbe 4DE,
Sime=1, n==1, delt-d-dire, i 'éjuation ex-

prime Ihyperbole ordinaire “;" =eX-Xxx3t

fon ma2, AMum, & AHom2Yo Yo
3 l‘/d .
D'od Fon voit que A M eft la moitié du premier
2xe, & AH la moitié du fecond, comme il eft
démontré dans tous les Traités de Seions coniques,

Exempeprr IL

51. Sort ADE la courbe de.Péquation » .
¥ :=arxy,en faifant AB=x, BDe=y. La difiéren-
Ciation donnera 3yydy — 3 xxux ==axdy~aydx, oy

d —
Jex — ;Jl axy - & AT= )d:

perpendiculaire AH = ':l])/ : » la droite infinie

dy Jxxtiy iy o
22 Ll Sany , Ou, cn mertant au lien de
JXxX4-ay

3y'—32" {a valeur 3axy donnée par I'équation
de la courbe, AT= _i’_c_;. Mais lorfque

25 3 XX
<ft infinic , Celt-d-dire, dans le cas de Palymptore
Ou AT devient AM, le tecme ay eft nul par rap-

Port 3 3xx. Donc alors 4 M == B’ 4

T —— —

3xx j&

Puifqu'on ne peut pas, dans I'éguation propofée,
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{éparer les indéterminées, ni par conféquent déterminee
1a valeur de 4M; (uppofons AM-—-:-:-'-;— ==t (le méme
artifice pourra fervir dans d’autres cas de méme nature),
on aura ys= D ; valeur qui fubflituée dans Péqua-

a
A7tV el

tion propofée, donbe

- 3P a= 3 rxx; mais
Torfque x eft infinie, le dernier terme eft zero pat
yapport sux autres, & Péquation devient i

a a
ey} ==0, OU ¢ == ~—. Prenant donc A M =— — .

3 3
il faudra mener P'afymprote du point M, De plus,
on doit avoir MA:ﬁ"r::dx:d]P;o& l'équa:ionp
fée yP——xt==axy, Ou{’z:x’—l-axy fe réduit,
Erfque x eft infinie, 3 x ==y, ou x=y, & par

. conféquent dx==dy. Silon prend done A 4—AH,

ru‘. ":

& que du point M & par le point H, on méne une
dro?tc; elle fera l'afymprote ge la courbe, =

52.J'AJOUTERAL ici que la ligne AT a néceflai-
rement une ll'_tmte an-dela de laquelle olle ne peut pas
paffer, & qu'il y ades cas ol cette limite eft infi-
niment petite ou nulle, En voici un exemple bien

ﬁm'gol' .

. .:.olzl,syl:{rbole équilatre BCF (Fig. 31) dont
uation ¢ da—-xx==yy, en fifant AB =4,

AD==x, DC==y ; difiérentiant , on aura xdx == ydy;

& la fou-tangente ED oy -29* deviendra -2~ ==
GIw-xx dJ 1
=3 & par conféquent ED — 4D == AE=

da
S————— — N — —_—
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Lorfque x==0, la ligne AE eft infinie, & la tan~
gente en B cft parallele i Paxe 4D ; au cootraire,
lorfque ¥==00 , on a AE ==0. Par oi I'on voir que
le poine E peut parcourir toute la ligne AE infiniment
prolongée vers {:‘gauche , & qu'il ne paffe pas au-deld
du point A origine des coordonnées , quoique la courbe
tournc fa convexité vers l'axe. Aiofi Vafymptote
AG part du point A, & fait avec la ligne des ablcifles
un angle de 45°, puifque I'équation de la courbe
@a-xx=yy, devient xx==yy, ou x¥==y, lotl=
que X' == e,

§3. Var fuppofé jufqu'ici que I'angle des coor-
données éroit droit. S'il eft o‘g:us ou aigu, faifant
comme ci-deffus BC=—x, (Fig. 32 & 33), CE==y,
CD=dx, OG==dy, la foutangente fera toujours

yd»

T parce que les triangles GEO, EAC font

tocjours ferablabless mais les autres formules ont
foin de quelques changements.

Dans le triangle EOG, l'angle O==ACE cft fup-
pofé connu 3 abaiffant donc GI du point G perpens
dicultire 3 AD, & Prolongcant, sil le fave, EO
vers H, on anfa Jé tridngle GO H dont V'angle en O
et connu, & l'angle en H eft droit; ainfi Pangle en G
eflt aufli donné, & la raifon de GO & GH eft connuc}
j¢ la repréfente par celle de a & m; on aura donc

@:m::dy: GH== mey ; le ropportde CO3 OH
fera quii; connu; c¢n I‘; repréfentant par celut de a
in, on aura aznnd];OH=-—"-;{-. DO‘H;::
d"'t ndy
o

, (le figne ~4= eft pour la Figure 32,
& I figne — pour la Figure 33). De-la .E_G-:aq

F;‘. 3%
& I
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ulx'~_i-;udx4)+nady'+nnd)' -
- ~. Mais i OC

elt exprimé par 2, GH par m, OH par n, on aun
az=mm--nn, & 4¢dj‘=mmd;'+nnd]’; la
fubfticution de cette valeur dans Pexpreffion de EG,

———3 dxd 4= sendxdy4 N
donne E G o= == Y 4-aady
— - , & EG

vieadx® = ldnaa“)*“djl]

ou ds== + expreflion

B
de Pélément de Ta courbe. Cel : s
wriangles femblubles EGO, zvm(:,a o',’,°:°(;5 N ggfesdg

EA; Cet i-dive, dy : XL &0 wndedy 4argyry

B
y:BEA=TY L2k vandxdyaardys)

T , formule

‘de la tangente.

Soient TE, ES ndiculai
i Paxe AI; on wrapf?ean}:u{:;u:ﬁtnlg‘leiogge;

ECS femblables, ES=:.;"_.’.. y C8="2; &3

: fc.wfc des triang!cs GEH, EST auffi (:-mbhbla.
EH:HG ::ES:ST, Cefi-3-dire , 245k ndy

_mdy LA S

o 18 a(cd.c;l_-_nd)) P & par com
féquent C T os maydy ° ny
g D l(dllt_n(,) - a -
mm maydy ~+ anydx ayd
: — Jay =t nyd
“alade =t ady) az_‘dx‘,_"';" . for-

mule de la fou-normale,

Les avtres formules (e troyvero :
voie, qu'il nous fuffie d'ayoir ,J::jef’ar la méme
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54 LES courbes dont on veur avoir Jes tangentes
peuvent étre tranfcendantes; jappetle ainfi celles qui
Re peavent étre exprimées szr aucune égaation algé.
brique , mais qui dépendent de 1a redtificarion d'autres
courbes non-rectifiables. Soit la courbe A i B

(Pig. 34) dont on fache mener la tangente PIK Fig 14

4 un point quelconque P; & prolongeant QP per-
pendiculaire 3 4Q jufqu’en M, que le rappore de
MP i l'arc P A (o1t exprimé par une équanion quel-
conque. Si I'on demande la tangente MT de la courbe
CMA tracfe par les points M; on meénera gm in-
finimene proche de Q.M, & MR paralicle 3 I'T; &
faifine Yare AP (fuppofé redtific ) ==, PMm{,
on aura Pp==dx, Rm=dy. De plus, les triangles
femblables mRAM, MPT-donnent mR: RA3l:: MP:

PT, ou dy :dx::y: PT= ':h » formule pour !a

fou-tangente de 1a courbe C Mj , dont la valenr doit
fe prendre fur la tangentede la courbe 4 PB. L'équa-
von donnde de la courbe 4 MC fournira fa valeur
de dx ou de dy quiil faue fublituer dans I3 formule;
& on achevera le refle 3 Pordinaire,

ExezxrreE y .

5. SUPPOSONS que tandis que le cercle DPC
(Big. 37) roule uniformément fur la droite 4B en
Partant du point 4, le point C de la circonférence, qui

td éroit appliqué en A4, laifle fa trace empreinte
fur'le plan, & continu¢ fon mouvement julqu'd ce
zl‘l‘!l.m'we de nouveau dans la droite AB; ce point
fira une courbe ACB, i laquelle 12 maniére done
ell'e eft engendrée a fair donner le nom de eycdoide,
¢fl 1a cycloide ordinaire, fi le cercle,, en appliquant
uc;eﬂivemem tous fes points fur ceux de la droite

» mefure cetee ligne par fa circonférence, de ma-

Fg .
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. le tour enticr éant achevé, la circonlé
:;irccc ‘g:ela droite A B foient égales. La cycloide eft
dite allongée, lorfque le mouvemenc eft tel que la
droite A B, foit plus longue que la circonférence, &
raccourcie fi la droite A8 eft plus courte.

On voit par la deflcription de la courbe, que §
Pon mene dun point quelconque la droite MQ par
rallele 3 AB, laligne MP comprife entre la courbe
& lc cercle CPD fera @ I'arc CP, comme la droite
AB i route la circonférence.

En eflet, fuppofons le cercle générateur dans Iet
deux pofitions EMF, DPC; menant les cordes ME,
PD, puifque les arcs EM, D P font égaux, les cordes
ME, PD fcront égales & aralleles, & op aura par
conféquent MP==ED. Mais, par la narure de 2
courbe , AE:EM:: AD:EMF:; AR . B MFE::
ED:MF; or, MFe=PG, & ED-=MP; on aua
donc auli MP:PC:: AD:EMF:; AR: E MFE. S
Pon {ugpofc donc la droite AB==qa, |3 circonfé-
rence MFE -dll cercle générateu‘ =b’ Parc q\ld‘
conque -CP pris pour ablciffe ==x, & l'ordonnte
PM==y, on aura pour I'équation de la cycloide
LA ‘

P \ y
Awﬂbfﬂﬂﬁon de la courbe, je la diflérentic,
& jal ——==dx; & fubfliruane cette valeur au lied

de dx dans la formule "e“.' yai PT= 24

———— X
FPrenant done ¢ Fig. 34) furla tangente PX du‘ cercles

we je fuppofe menée, une parr| 1
¢ cercle A2, & menant ay ?om: 51;:3:;?:: ;‘;{f '

¢|‘c‘f¢!:a tangente de la cycloide au int M.
Si c'elt la cycloide oragniu; puift’:’alors b==4,
Pic conléquent y==x, on aura P M==PT, &
Vangle
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Par Ja propriéeé de la courbe, MP; Parc P A::a:b;
aicdi les difiérentielles de MP & de Yarc P A feront
dans le méme rapport, & on aura dy~dy:ds::a:b;

ads

g = dg-dy. Mais ds=
V0{dx:4dy']. & per la propriéé du cercle y =

rdxe—xdx
Vitrge—xx)
rrdx® e srxde® duxxdes @
AT X e XX » & par con
rdx
Vitrxe—xx)"

Si 'on met ccd valeurs au lieu de ds & de dy
aars

dans 1'équation i ==di~dy, on aura dy=

ardebrdxebyxdye : )
by ire—zxx] —» €quation diffrenticlle de s

cydoide.
Subftituant done daos la formule .%"_ e il

tangente, ls valeur de dy tirde de l’ééuation de Ia

courbe, on treuvera Q Ne= 2Virx—xx) Dars
o I - "+b — b %
la ‘3’?”"‘ °'°'J“°"° e==b, & par co;féqu:nt QN=
2 ArX wwexx .
Y s Celt-3-dire , quon a 27—x:

[2rx—xx]::7:QN, ou bien Ar—x:yuyt
N. Mais par la propriée du cercle, 2r:£:]33
yix. Do‘m Yixug:QN, delt i-dire, QP: QA=
QM:QN, & Par conféquent M N eft parall¢le 3 P4,

Exemerrg 11,
58.8017 la courbe APH Ia parabole de Péqua-

ceft- i - dire que

Vizre—xx]; done dy =

JJ'==

quent ds==
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telle que la relation des ordonnées PQ, PAf, PN’
relatives 3 un_point quelconque M, foic cxprimée
par une équation, & que F'on demande la tangente
pour le point M. On ménera p§ infiniment voifine
de PN, & NS, MR, QO parailcles 4 4B; PE
& PF fcront connues par Ia foppofition, & on fop-
pofera PE =3, PF==t, PQ:zx, PM=y,
PN == t. D'aprés la fimilivade des triangles QPE S
sdx

qO0Q, mRM & MPT, ontrouveraQ O .2 oo
X

MR=NS, & PIT= 136x
xdy

tangente ; mais parce qu'en différentiant I'équation de
la courbe MC pougoir 1a valeur dz dx qui dow
étre fubftitude dans Bette formule , cette valeur fen
donnée en dy & d > On naura pas la fou-tangente
exprimée eh termes finis, Que Fon fuffe donc gtrention
que les criangles femblables NSn, NP F donnent NP:
PF::nS:3N, ceft-d-dire, g:¢:: = d7: SN==%
..'.sl(lc igne —+ eft pour le cas o { croit, tands

x & y croillent ; mais f; & & y croiffane, 7 &é
croit, on fe fert da figne négatif ), De plus, on a

sd
vii que SN=-""0, Donc 4 47 __ sdx

. formule de la fou-

valeur de d7 dans Péquation difiérentic urbe
MC ,on aura une valeur de dxdon:zlcfu g; .,;:io e‘Jwﬂ‘ '

fubftiruée dans Ia formule de 1a fou-tangente oL

ara e T
fera évanoutr les diffz x
exprimée en termes ﬁr:?:“' & la fou-tangente fesd
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60. SorT xy==yy I'équation de la courbe MC;
en difiérentianc , on a iyt adim=aydy, &

53

1xdx
sdx 4 t‘ ==2ydy, en metane au liew de dg
{2 valeur - 'f:x ; d'ol I'on tire dx o "ﬁ") .
{
Mettane donc cette valeur de dx dans ““;;-::n-'
1ydx PT 2ityy
gente Sy on trouve P gm —
L ¥ 34

YT (puifque yy==x7). Soit maintenant 1 courbe

AQC une parabole dont le rarunétra =}
e

- P & l&
Courbe BCA un cercle dont diamdtre AR, a.
Si le poiat N tombe dans le premier quare de cir-

conférence, en comprant du point A, slors 2y ony
pofitif, 1a formule de la fou-tangente PT eft 27"

- ‘* >
la fou-tangemc du cercle (en faifane AP=q ) :eﬂ:

~==1¢, & celle de la parcbole <ft 2 Q==

Met‘ta—nt' donc ces valeurs de ¢ & de s dans Vexpref-
3se o Bag—aq9
fion s ON 3urd PT o= atZ17,

L5 haQ=——1q

Si le point N tombe dans Pautre quart de circona
e, alors dg eft négarif, la formule de la foy.
tangente PT eft ’"' , 1a fou-tcngcmo du cergle
f -
eft 2 "-;” == 7, celle dc 1a parabole ¢ft toujours
q—

2§==s; & par confiquent en faifant les {ubflitutions,

On trouvera, comme daos le premier s, P =
Bag—agg

m

$6—32

D i
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61. Mars puifquiici AP a été nommée que
AQ elt une parabole, on a PQ ou x_{/bq.&
BCN émant un cercle, PN ou 7=/ 2aq -q )
Donc 'équation yy=mgx de la cour fL
vient yy==g (265—59], & pquuon a amf
Péquation entre les coordonnées AV, PM, on
peut trouver la fou-tangente PT' par le moyen

de la formule ordinaire 21 d » En effer , différen-

tiant 1’éguation ]ynql/fzab—bqj j'ai ydy=

sabdg—1bedy
AV (2ab—bq) " Je multiplic par y le numénm

& le dénominateur de la formule .7 -——qm dcv:cm
-’2-(—!7—- Je fubftitwe au lleudcy; & dc ydy leurs

valcurs refpectives, & je trouve, comme auparavant,
200 L, B Aqe ==PT.
¢y  Soakemen? £
62. PLus générakement, (ott XN mmy™ + * Péque

tlon de ’8 CO"'be HC d]ﬂrernuuon don“
:r"'.t"'"'lx-l-nx“{' ’d{-—-(m_‘_n)’--g- .-'dj

mettant au lieuw de d; fa valeur - 17dx N
rmg"x"—'dxiuxn--'"dx tx
¢ == (mef-n)y™ +=='dy,
& par conféquent dr = LRIF A"+ = —1dy
(me =as) s

Donc PT out2%% J2Cx L (mrtensr)yudn
mardenst *dy (met 3= ns) 3= x= .
me + nz €0 mettant au licu de YTy v
leur x™3*,




CmarrTrse IL (43

63. St les deux courbes AC, BCN deviennent
des lignes droites, & que 'équation de la courbe
MC foit fimplement x3 ==yy, cette courbe fera
une des fetions coniques ordinaires ; favoir, une
ellipfe , lorfque l'ordonnée C D tombe entre les points
A, B; une byperbole lorfqu’elle tombe au-dela de
ces points, de c6té ou d'autre; & une parabole, &
les points 4, B font infinimene ¢loignés, cCeft-d-dire,
lorfque Punc des droites 4C, BC eft paralicle au
diameéere. D'oll 'on voit clairemene que dans les
mémes circonflances, ces mémes courbes feront tou-
Lours coniques , mais d'un ordre fupérieur & varia-

le julqu'da Pinfini, lorfque P'équation & la courbe
MC fera en général x™{" mmy™+*,

64. SoxT la courbe donnée AP (Fig. 37) dont
Forigine des coordonnées eft en 4, & dont on fait
mener les tangentes ; foit une autre courbe CMD
telle que menant d’un poine donné F, la droite FM P,
cemme on voudra, T:rappon de FM 4 la partie
AP, foit exprimé par une équation quelconque. On

mandc la tangente de la courbe CAMD?
Sappofors que PH foit Ja tangente de la courbe
AP B en P; foit menée FH perpendiculaire 3 FP,
& Fp infiniment voiline; du centre F foient décrits
les petits arcs MR, FO; & imaginons que M foit
l2 tangente cherchée. Faifons PH ==, FH=—1,

M=y, FPrn=y,& Parc AP==x. Tout cela pofé,
Puifque les arcs infiniment petits fe confondent avec
keurs finus, le triangle MK m el rectangle en R; &
puuf'que Fangle MmR ne differe de Pangle TMF que
de l'angle inhniment petic M Fum , on pourra regarder
des deux triangles MRm, TFM, & los deux triangles
POp, HFP,comme femblablcs. On aura done mR :
RM:: MF:FT, ceft-d-dire, dy: MR ::y:Fl ==

W

Fig. 17+
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Mf"’ } aioli la valeur de FT fuppol: celle de
M[‘tj que Pon auroic, fi on connoiffvic PO, Mais
les errangles PFH, POp, donnent PH:FH::Pp:PO,

' d
celt-i-dire , l:s::d::OP:_:._’_;_; & 3 caufe des

fecteurs FPO, FMR femblables, FP: PO :: FM:

d d
ﬂ-’R.'Ou i "x ::J:Alﬂ%“u; ‘inﬁ FT-;:

E g4
-'JJ’:’” » formule de la fou- tangente, qui fera ex-
17e) .
primée en termes finis, fi Fon dy fubflitue la valeur
¢

de d & donnée par I'équation la courbe CMD
différentice.
Exexepre I
65. St Pon fuppofe que la droite HA(Fig 38)

tournant uniformément fur le point H, fon extré-
mité A décrive la circonférence ABCD, tandis que
Je point H fe meut unilormément fur le rajon HA.,
de manitre que le raion revenant fur fa premiére
firnation Hd, le point ¥ I'ait parcouru tour entier,
& arrive en A3 pat ce double mouvement, le point
H aura décrit la courbe HEc 4 qui Sappelie la fpi-
rale &' Archiméde. Oa voie par Iz générarion de cette
courbe, quun arc quelconque 4 B de la circonié-
rence, eft & la partic correfpondante H F du raon,
comme la circonférence anticre eft § tout le raton.
Appellant dot‘ac le raion 1, 1a circouférence ¢, l'arc
Ag=x, & Vordonné HE ==y, on sura F:ysscirs

& per confiquene y mL:-. €quation de la fpirale

dont les ordonnécs partent du foyer H. Si l'on de-
mz0de mzintenant la tangente ET de 1s [ pirale ; puil-
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que Ja droite FP de la Figure 37 cft ici le raion
HB, on aura y==r; & puilque la rangente PH &
la foutangente FH de 1a méme Figure 37, font ici
toutes les deux perpendiculaires au raion HB (parc
la nature du cercle ), & par conféquent paralleles
entr’clles & égales, on aura s==1; ainfi dans ce cas

syyd

la formule générale X deviene 222 Diffé-
17dy rdy

rentiant ['équation ycn-::—. on a dy== = 3 &
<

fubftituane dans Ja formule la valeur de dx, on aura
—cg- == HT, Si Pon décrit donc du centre H, ayec
le raion HE ==y, Varc EQ, & qu'on prenne HT
€gele & arc EQ, HQ fera la fou-tangente; car 3
<aufe des (e@eurs HEQ, HB 4 femblables, HA(r):

AB(x)::HQ(y):QE= ..f:’_.,

Si au lieu de Péquation yza-::':-,on AVOIt y" =
o

v c'eft-a-dire, que la circonférence fur 3 Pare

48, comme une puiflance quelconque m entitre ou
rompue , du rajon, eft 4 la méme puiffance de Por-
nnée ; Véquarion différentiée donneroit d x me

Me Y g d
2 2 L:—'L; & fubftituane

M—-—

o= » & ]dxm

d
dans la formule -’-;'Zd-;f- de la fou-tangente, on aurait
REy® T+ o ™% mx
-y _-'-‘-Hri:m"‘g_:._. Donc r" o=

Hf ==m.EQ.

66. Ox auroit plus fimplement la formule de 1a~
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fou - rangente , - ﬁd r 64::!300 <'10 la courl;e A Pg
Fiz. éeoit donnée par le rap e FM
}' p"? 2.2 ,) par les wriangles fcmblable%?, PFH,

on a PO= -'-;3- ; par les feCteurs femblables FPO,

d
FMR, on a MR== ":{' 3 & enfin les triangles

MRm, TFM =ufli femblables , donnem.FTr-

23743
i Exeurrze IR
6. Sorr lacourbe CMD (Fig. 39) au-deflus de
APlB, cequine cbarye rien 3 & foit AP B une ligne
droite : fi FM & FP different toujours de la méme
wantité , celt-adire, pour tous les points de la
courbe, 1a ligne P M eft une conftante == 4, la courbe
¢ M D fera la conchoide de Nicomede , done 'éque-
tion fera ‘7—-{=¢; le point F fera (on pole, &
AB fon alymptote. Son équation différentiée donners
dy==dy, & par conféquent Ja fou-tangente FT=

..‘.)-"-’—-'

7
Si I'on méne donc ME paralltle § P4, & MT
paralltle 3 PE, MT fera rangente de la courbe ¢n

M; car FA=s, FE==-4'-L. & FT=2,
1 it

68. St l'on ala courbe quelconque 4 M (Fig. 40)
qui @ pour axe EA I'.. & ?:;m on fait mener la ?an‘
gente MH 3 un point quelconque M ; & que du
int F donné hors de la courbe , on méne la droite
FP 2, laquelle tournane fur le poine fixe F, fafle mou-
voir le long do la droite ET le plan PA M tou’ours
WEralicTement 3 lui-méme, de maniere que la ligoe
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interceptée P A refte toujours la méme ; le point M,
qui eft Vinterfe@ion communc de la droite FM &
de la courbe A M, décrira par ce mouvement une
courbe CMD, dont on demande Ja tangente. Sup-
pofons que le plan P.AAM, commengant a fe mou-
voir, arrive 4 la pofition infiniment voifine pam,
& foit menée SRm paralldle 3 ET. Si on connoifloit
les cétés MR, Rm, la fimilitude des triangles MR m,
MHT donneroit )a droite HT, qui détermine la tan-
?eme demandée. Pour enir 3 les connoitre, fai-
ons FP ou Fp==x, FM ou Fmeay, Pp==dg,
PA=a, MH==t, PH==1. 11 ¢ft clair que Ppe==
Aa=Rm==d7; & qui caufc des wiangles FPp,
FSm femblables, Fp:Pp:: Fm:Sm, ceftd-dire, x:

‘{H]:Smr—-{?-. Donc SRuﬂ-:-:ﬂ. De
plus, les triangles femblables MPH, MSR donaent
HP:MH:RS:RM, Ceftiedire, 13t 12— L,
MR = 1ydy—txdy

= . Enfin, par les wrianglcs fem-
blables MRm, MHT, on a MR:Rm:MH:HT,
cCelt-i-dire, L e sdgiit: HT= e
ix S y—x
On ménera donc du point F la droite FE pa.
ralicle & MH ,on prendra H [==PE, & tirant TM,
on aura la tangente de la courbe au point M. Car
les triangles femblables PMH, PFE donnent PM:

PH::PF.:PE, eft-3-dirc, J—E:8i: & :
PE=HT. T

<

69. S« laligne A M étoit droite, la courbe CMD
feroit une hyperbole, dont E T feroit une des afymp-
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totes. Si AM &oit un cercle dont P fir le centre;
la courbe CMD feroir Ja conchoide de Nicoméde,
qui_auroit pour pole F, & pour afymprote ET.
Eofin, i AM éwoit une parabole, la courbe CMD
feroic la compagne de la paraboloide de Decfcartes,
c’eft - A ~dire, une des deux conchoides parabo-
liques,

70. SoxT un point fixe F(Fig. 41 ) pris hors
d'une courbe quelconque AN, qui a pour diamitre
AP, & dont on fait mener les tangentes; & {oit une
autre courbe CM D, telle que menant comme on
voudra du point F, Ia droite FM PN, Ia relation
entre FN, FP & FM foit exprimée par une équa-
tion quelconque; on depmandc la cangente M T de
cetee courbe pour un poine Guelconque 72

Quc par le point Fon méne HK perpendiculaire
3 FN, cllerencontrera en- K le diameere AP pro-
Jongé, & en H la tangente donnde N H. Soit FQ
infiniment voifine de FN, & dy centre F foient dé-
crits les arcs MR, Po, NQ. Faifane FK =23, FH==1,
FP==x, FM=2y, EVEI; mR fera zd], po=dx,
Qaw=—dy. Par la fimilitude des triangles NQn,
NEH, des feQeurs FNQ, FMR, & des triangles

MRm, MFT, on Wwra, 1°, NQ == — L ;
2% MRem— 2290 . 3% Pl 22000 o0

44 nd -
mule cherchée de 1 fou-tangente, Mais t‘;oil'on falle
artention i<k qu'en diffdrentiant Véquation de Ia
(o.,rb'e., la valeur de dy y fera donnée en d x & dz,
& quainfi les difiérences ne s'entre- dérruiront pass
cependant les fefteurs FNQ, FPo éant femblables

txdg

00 3 Poomen = Enfuite les triangles femblables
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txdy

5, 752

x:5, ou cette équation sg3dx ==-——txxdyg; ainli
syydx

~— d § == ~—, Mettant donc dans la formule de
Ixx .

k fou-tangente , la valeur de dy rirée de I'équation
différentiée de la courbe , & cn({aitc cette valeur de
- d7, les difiérences difparoitront, & on aura Ja fou-
tangente en termes fims,

Si la ligne AP, su lieu d'érre droite , éroit
courbe , on lui mineroit fa tangente PK, & on
wouveroit en raifonnant de méme, Ja valeur de la
fou-tangente PT.

Pop, PFK donnent cette analogie dx i

ExeEMPLE

7%.Que la courbe AN (Fig, 42 ) foit un cercle qui
pafle par le point F, & qui foir difpofé d¢ muaniére
que la droite FB menée du point F perpendiculai-
fement & AP, pafle par le centre, & qu'on air tou-
jours PN égal  PM; la courbe CMD de ha Figure
précédente , qui et FMA dans celle-ci, fera la cife
foide de Dioclés, dont Péquation eft Iy =2x
Différentiant done, ona dy=2d x—dz; E)l;llimnc

cette valeur de dy dans la formule __.-l;.’.’.!z‘i!_ ’
15D
elle deviendra — 7td3 3 Ou mettant au
23ydx -;tt‘t
liew de —dg fa valeur —-—, on aura ——— 22
fxx txx4-133
== FT, fou-tangente cherchée.
Il eft clair que fi le point M, dont on veut la tan~
gente, tomboic en A4, puifquialors K H eft perpen-

Fig. 43

diculaire 3 F4, on auroit FN=2FP=aFM— F A== .

FK=Fil; & par conféquent FT=jix=a}FA,
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72. ON trouveroit peut-ére plus promptement
la fou-tangente de l: czpa'o'idc par le l':oycn
formule ordinaire -!2;1‘5—. Car menane NE, ML pet-

endiculaires 3 FB, & faifont FB=2a, FL = x,
M==y, on a par la propriété du cercle, EN==

[2ax—xx]. De plus, les triangles femblables
‘LM; FEN donnent FL:ILM::FE:EN, &
par conféquent FL:LM::EN:ERB, ou x:y

= L ) . xx
Via ax—-.rr];:z d’oti 'on tire y== Sl
x

Ok, ) o e €quation de la courbe FMA.
Aaxxdyxmmsxid2

(ac-::.r)' :

& faifant les fubftitutions dans 12 formule ordinaire
Jox , On trouve [a fou-rangcme LOw=...:
;}.(u-——r)‘ e AR -y .

Jexr— . jae—y e0mettant, au fe

deyy, fa valeur i

Diflérentiant donc, on 2 2ydy w=

73. SorenT deux courbes ANB, CPD (Fiz.43)
& une droite FX, fur lefquelles foient marqués tros
points fixes 4, C, F; foit de plus la courbe EMG
telle que menant par un de fes points quelconqué
M la droite F MN paflant par F, & du point M3
droite MP paralitle 3 FX, la relation de 1'arc AN
3 l’aran C;‘ Ol'dcxrnmée par :'mc équarion quelcon-

e. emande la capgente de | .G pour
3 oin;ddgmé o g a courbe EG po

it M1 la sangente cherchée qui rencontre en
T la droite FK prolongée s'il eft négeu(;‘aire; du point
T foit tieée TH paraliele 3 FM; par le point M»
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foient menées MRK paralltle 3 la tangente en P,
& MO H paraliéle 3 la tangente en N; & que
FmOn [oit infiniment voiline de FN. Suppofons
de plus FM==s, FN==t, MK==u, Parc ANw=y,
l'arc CP==x, & par conféquent Nn==dy, Pp==dx.
Les triangles femﬁables FNn, FMO donnent FN':
Nn::FM: MO, ou t:dy::5: MO = 4o 3 & les

:

triangles femblables MmR, MTK, & MOm, MHT
donnent MR: Mm:: MK: MT, & Mm: MO ::
MT: MH. Donconaaulli MR: MO :: MK : MH,
Ceftd-dive, dr: 22 1wz MH = Y. Ainti,
en différentiant 'équation donnée, on aura la valeur

de 4 cx;riméo en dx, & fubftituane, i reftera I'ex-
prefhon de MH en termes finis. On prendra donc
MH égale 3 la valeur trouvée , & paralikle d la tan-
gente de la courbe ANB en N; on ménera HT
Paralitle 3 MF; & tirant du poine M au point T

la droite TM, ce fera la tangente de la courbe
EMG en M.

ExxMpLag

. 74- SorT la courbe AN'B (Fig. n quart d
circonférence dont le ceotre cﬂg I-"?;u: l? l'a'l'o:l=

APF Pet&ndiculairc a la droite FKB tienne licu
our

de Ia courbe CPD de Ia Fi

¢ gure 43, & que 'on méne
la tangente AR. Si fon conqo?z';que tandis que le
raion F A

tourne uniformément aurour da centre F' 5
tangente A R, toujours parallile 3 elle-méme, avance
uniformément vers FB, de maniére que Je raion F A
& la tangente AR arrivent en méme-temps fur FB;

le point M, ou Plutde Pinterfe@ion continuelle de
Ja cangente & du raion,

t formera la courbe AMG,
Quon appelle la guadrarrice de Dinofirate,

Fig: 44+
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Il eft clair, 4" la génération de cette courbe,
¢ l'arc AN elt a linterceptée AP, comme le quart
3: circonférence AB eft au raion AF, Ainfi, faifant
AN=y, AP==x, AB==a, AF==r; on 2 ry==ax

adx

& dy = Or, la fubftitution de cette valeur

us are
¢

de dy dans la formule ‘d’ , donne MH == —;
x re

mais dans ce cas, FN el le rajon du cercle, & MK =
AF—AP. Donc t==r, us=mr—y & pat con-

arr—asz Py
=% )

féquent MH ==

rr 0 68 0iC"

-
tant ry au lieu de ax. On devera done du point
M une perpendiculire MH 3 FM, & égale 3
Varc MQ décrit du centre F avec le rajon FM;
on tirera HI panaliele & FAM, & MT fera tan-

nte de la quadrarrice au point M; car les deux
clteurs femblibles FNB, Far Q donnent FN:
NB:: FM: MQ, ceft-j-dire , ria—y::s: MQ=

o 'J = 4"".
r

75+ SOTENT devx courbes BN, FQ (Fiz. 45
dont on fache mener les tangentes, & qui ayent pout
axe commun la droite BA, dans laquelle font desx
point fixes A, E; foit une sutre courbe L M telle

ue menant par un de fes poines quelconque M 1a

roite AMN, décrivane du centre A svec le raion
AM l'-mi MG, & abaiffane GQ du point G per-
pendiculairement 3 4G, 1a relacion des efpaces ANB,
EFQG, & des lignes AM, AN, QG foit expri-
mée. par une &quation quekconque ; on demande Ia
eangente de [a courbe LM pour le point M2

Que Von méne la droite ATH perpcndicukﬁﬂjv A

AMN,




CrarirTzre IL . 65

AMN, la droite Amn infiniment voifine de AMN,
Facc mg, & la perpendiculaire gy; qu'on dérive
enfuite du centre A le petit wc NS, & qulon fup-
pele la (ou-rangente H A ==a, la fou-tangente
GK==b, AM=y, AN==7, GQ=u, Velpace
ECQF mms, Vefpace ANB=azz, Rm ou Gg fera
==dy, Snw=dg. De pius, & caule des triangles
femblables KGQ, Qog, on 2 0g ou — du==

-:;-L. & 3 caule des wriangles HAN, NSn aulli

femblables, SN== -2, L'efpace GQqg peut ére

pris pour I'elpace G 08, parce que leur différence
Qog cft une quantité infiniment petite du fecond
orére; ainfi G Qgg==udy==——ds; de méme ANy ==
iANXNS=1adye=—ds. On fubftitvera donc
:,cs valeors de du, ds, d:dam la difiérentielle de
équation propofée, & on aura une é&quation de
cllc on tirera la valeur de d en dy. Ma'umaan:
les l;e&m femblables ARM , ANS donnent MR w=
é ) -
%‘L; & enfin & caufe des triangles femblibles
mRM, MAT, ona AT—-::—;%-‘-, formule de
a fou-rangente, dans laquelle fi on fubfticue au Vien
de d7 2 valeur donnée en dy par Péquation de la
courbe, les différences difparoitront, & i reflers la
fou-tangente exprimée en termes finis,

ExsmMrrs

, 76. St Tefpace EGQF cft double de AB'N,
celt-d-dire, fi s==2¢, on sura ds == 2d¢; mais
t==—udy, & di===—tady; donc udy==a4dy,
dp=— "—.".., & la fou-tangente AT= 'i :
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Si I'on fuppofe que la’courbe BN foir un cercle
décrit du centre 4 avec le raion AN==c, que pa
conféquent y==¢, & quc la .courbe FQ foit l’by.
perbole de l'é}union uy == ff; on-aura la fou-tan-
gente A T=-% » celt-d dire, quesle rappore de

AM 3 AT fera conftant, Dans ce ¢as, la couthe
LM (Fig. 46) cft la fpirale logarithmigre, 11 ot
clair que cette courbe fait un nombre infini de tours
avant d'arriver en A. Car lorfque Ie point G (Fig. 45)
parvient en A, Pefpace 5. et infini, comme on k¢
verra dans le calcul intégral; il faut donc que Pef-
pace ¥ foir eufli infini, & il ne peur Técre qulapres
que le raion AM aura fait une infinité de tours.

7. I nous refte 3 confidérer un cas particulier
des tangentes. On a i que x & y éenc-les coor-
données d'une courbe quelconque., ‘13 formule gé-

:fé(a}e_'dc 1a fou-tangente cft i“"‘_"_, ou .f‘;d!.. . fui-

. - . . a4

vant que C'elt ¥ o ¥ qui exprime Pordonnée; que

conféquent fi on tire de Pégquation de la combqeudip!T:
renciée, la valeur de dx ou de dy, & qu'on la fubftiwe
dans la'formule générale , il en réfulie unc fraction en
terases finis qui eft l'e.xpnmln;n ou i valeur de fa fou-
tangente pour un point quelconque de la propofée ; &
enfin que fi Pon veut la fou-tangente ;':n ::im dé-
terminé de la courbe , on n’a qu'd fubftirver dans 12
fraétion, les valeurs de » & 3: Y qui conviennent
A ce J:mc. Mais il peut arriver qu'en fubflituant
ainfi des valeurs dérerminées de x & de v dans 1
fradtion qui c;primc la fou-tangente, on bien daeos
le roppost de dx 3 dy tiré de Yéquarion difiérentide
de la courbe, rous les rermes rane dy numérareus
que du déuominateur s'évanouiffent, de maniére que
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Fon ait % ==, & par conféguent aufli la fou-tan-
’

gente ==2; d'ott 'on ne doie pas conclure pour
cela qa’elle foiz nulle en ce poin,

Soit, par exemple, la courbe de Péguation
N=Sayl—120xyy-+-10acyy = 28 gaxy—=
422X xr— 064 =0, y éram labfcifle, » \)'Ot-
donnée, & par conléquent 'f" fa formule de la

b 4

. . . d
fou tangente, En difiérentiant’équation, on a ..d:.’... I
x .
Jasy-——11aay—adix416al : .
J’—m;y——ux_;-o-guyq-ncax » & 1a fou-tan-

a — GO Y——208XX éa’
sem‘b___:rv 1eaxy XX rb2" 2

: x Jim—tayy~—baxy+Baay- a0y
mais fi 'on demande ta (ou-tangente pour le point de Ia

courbe, qui correlpond i Vablcile y==22,comme alors
O 2 aulli x==2 ¢, en faifant les (ubfiturions de ces va-
leurs dans la (raétion Gui exprime le rapport de dya dx,
. 172 =—24a) wpad 4 €30
elle deviendra
Bald wwigal=—24a) 4= 162" 2421 '
ou 7, & par conféquent la fou-tangente pour ce point
evient aulli £ ; ce qui n'apprend rien, quoiqu'il y ait
Yraiment pour ce mcme pome non - feulement unes
fou tangente , mais deux.

78. CE cas arrivera toures les fois que Ia courhe
avra plufieurs branches qui fe rencontreront |, & qu'on
cherchera la tangente de leur point de concours, Fqn
effcr | 1a courbe NOPQ M t(Fig. 47) de Méquatian
Propofée, a les deux branches O P, MQ qui }\: Lo
ch. au point G, auquel précifément correlpond,me

ordonnée J=2a, & Tablciffe ¥ =24, en pay.

P
tnt du point O, & prenant OT, O
axes des y & des x, - wianll
L

Fig. 4.
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Pour rendre raifon de ce cas, il (uffira de remar-
quer deux chofes. La premiére, qu'au point de con
cours des branches d'une courbe, il fe trouve dans
P'équation plufieurs racines égales ; ainfi , dans Pexem-
ple Pfopof » au point G les deux valeurs de r &
deux des quatre valeurs de y font égales entr'elies.
La feconde , ’elt que fi Pon multiplie les termes
d’une équation qui contiene des racines égales, par
les termes d'une progreflion arithmérique quelconque,
la fomme des produits fera zero, & conriendra une
racine égale de moins. Si I'on multiplie encore ks
termes de ce produit par ceux d'une progrefion
arithmétique, la fomme des nouvesux produits fera
encore égale 4 2ero, & contiendra encore une racine
égale de moins; & aiofi de fuice, jafqu’d ce qu'on
arrive 4 un produit qui ne conrienne plus qu'use
des premiém racines égales,

St Yon multiplie donc les termes de Péquation
quelconque d'une courbe, od 1%on regarde x comme
varisble, & ¥ comme conftante, par une fuite arith-
métique dont le dernier terme foit zero; dans e c
odily ades racioes égales, le produie fers égal i zero,
méme aprés qu'on Paura divifis par x, divifion qui
eft roujours faifable, puilque Je dernier terme Ce

Lg_mc'me cho armivera, fi regardant J comme

de I'équation.

Cc‘a_POfé.. il eft clair que c'elli précifément
Fopération qui 4 lieu lorfqu'on difiérentie, cefti-
dire , qu'on walte x comme variable, & qu'on mul

tiplie Féquation par une rrogrd!ion arithmérique,
dont le preoucer cerme eft Je plus gnnd'cx;o
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de x, & le dernier eft 7zero, & il en réfulre une
formme de produits multipliée par dx; enfuite on
regarde y comme variable, & on multiplic 'équation
par une fuite arithménque, dont le premier terme
elt le plus grand expofant de y, & le dernier oft
2et0, il en réfulte un produit muleiplié par 4y, Mais
lorlquil y a des racines égales dans les x & dans
les y , les deux produits, tant celui qui eft multiplié
Par dx que celul qui I'eft par dy, fone zero; & ceft

précifément par cette raifon que le rapport -;5— =2,

dans le point od les deux branches de la courbe fe

Iencontrent,

79- roun faire voir ceci plus cln}ré:mcm, jor-
onne I'équation de la courbe propofée par y, &
l:“ l:cmum;ie par la fuite arithmé‘:?lquh dont zero

ier terme ;
Y'—8ay' —12axyy4-48aaxyt-g4aaxx
+x6¢c‘y; X ]—344‘3‘}'0’
¢ 3, 2, X, 03

e produit fait, je le divife par 4y, & jai
p .7'-5817—63'-\‘3-03840)'4-lzux---.O.
ordonne la méme équation par x, ie la mulkipli
Par la fuite arithmétique :.g 4 o: i o
4Paxx-4-g48aaxy-y*
— bga'x ~8Bay =0,

~—12ayyx-16aayy
2,

I,
Et le produit , divifé par 4x, oft
2aax4-124ay = 164"~ 34yy =0,
Cela polé, je différentie I'équation donne -
fuire divxpf:n&t la différence par 4, & ncmn;.‘xel';.::.

u)

Q.
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cité du figne d'égalitd, les termes affectés do d v, j'ad

(]’- 6“”-6" Xy 8‘0"""28“)‘]:‘.(3‘}]—
12a3ay~~2aax-4-16a")dx,

Mais le mu'tiplicateur de dy eft précifiment norre
premics produit, qui par conléquent eft e=o, re-
lanivement au point G, ol y a deux valeurs €gales;
& le muleiplicatcur de dux et le fecqnd produit avec
des fignes contraires, ce qui v'empéche pas qu'il ne
foir aufli == o, relativement au méme point G, od
x aulli a deux valeurs égales: on a donc au point
G’ d} XO==dxx o, c'cﬂ-i-dire -g";a;.

Si on multiplic donc une éguation quelconque
par une fuitc arithmétique, ou, ce qui revient su
méme, fion la difiérentie , il en rélulte que, dans le

cas des racines égales, on g -E.i_-_g;; il en réfulte

aufli que l’&;uation. qui nait de cerze Opération, a une
racine €zale de moins, & par conféquent fi 'équation
propofée a deux Jacines €gales, 'équation différentide
n’en aura dphas quune ; f la propofée en avoit trois, &
que l'on difiérentilt de nouveay (en prenant dx & dy
pour conftantes ) I'équation qui en naizroir, n'en aurort
qu'une feule ; & ainfi de fuite, Op regarde dx & dy
comme conftantes, lorfgy’on diffiérentie pour la fe-
conde fois 3 parce que dans [, fuppofition de relle
ou telle valeur déterminge de x & de y, les termes
multiplies par dx comme cepx muluplids par 4y
fe dée.rmfmt "thbqucmt, on verra fe Jézmiﬁ
de méine tane CEUX qui font muleipliés par ddx, que
ceux qui font multiplis par 4 dy. En opérant ainfi,
on réduira les équations 3 n'aver Plus qu'une feule
des racines €gales qulelles avoient d'abord; & les
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tirer Je rapport de dx 3 dy, le cas de %= ine

pourra plus 8’y rencontrer,

Je reprens donc la méme équation, y*~—8ay'—
12¢xyy = 16aayy 4 g8 aaxy 4 gaaxx —
64a’x==0; je ladiﬁ%renm:, & pl]?:!y--6a_y]dy—-

Baxydy— 3ayydx<4-8aaydy-12a2xdy4-12a5ydx -t
20axdx—16a'dx==0.

Mais puifqu'en fubftiruant pour y la valeur 24, &
pour x fa valeur correlpondante, qui eft aulli 24,
o0 trouve = 1, o diffende Nquition défa

x
difiérentiée, en traitant dx & dy comme conftantes ;
& je trouve 3yydy'—12aydy'—Gbaxdy 4=
8¢aly'—13¢}a)-dx+3.:.au'x.t)' de2aadx =0,

Je mets, au lieu de y & de &, lour valeur 2a
relative au point G, & je trouve dx===dy}/8,

Ay
Subflivvant enfin dans fa formule générale ’:‘: de
la fou-rangente, 24 au liew de x & +dy)/8

2 lien de dx, jai i-:—‘—. rove Vexprefion de

\
la _fou-ta te, ou plitor des deux fou-tangentes
qu correlpondent au point G, dont Pune clt pofi-
tive, & l'autre négative & égale 2 la premidre.

89, St au point doat on veut avoir la rangence,
I courbe avoir trois racines égales, ou, ce qui res
Vien: au méme, fi elle avoit tro's branchss qui (e
Tencontraflent 3 ¢e point ; puifqu'il y suroit encore

X racines égales dans I'équarion difiérenude, en
entiant de mouvesu pour parvenir an rapport
dy & dx, on trouveroit encore, d'apris tout ce

Qui a &é dic, %=:. ainft, U feroic ablolument
Eiv
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néceflaire de différentier pour la troifidme fois. Ex
général , il faur différentier l'équation aucant de foi
qu’il y a de racines €gales ou de branches de la courbs
pour le point dont il s'agic; c'eft la derniére équa-
tion difiérentielle qui donne le rappore de dy 3 dx;
& on a aurant de tangentes qu'il y a de Dranche
qui fe croifent 4 ce poine,

Soit la couwrbe QADHAKd AT (Fig,. 48) dom
Péquarion elt x*—ayxx~-5by'==0, & qui a wois
branches QAD, 14d, hAH qui fe croi?.unt en A;
A P érant Paxe des x, AB perpendiculaire 3 AP Faxe
des y . & A Vorigine des coordonnées. Diflérentiant
Péquation, on a 4 X dx—2ayxdxr —axxdy-+

Lyydy==0, ou dx.e ldomat L4 Mais s'il
- foh 2 LD b 5w ey Mab sl
sagic de la tangente au point 4, on F==0, y=0,
on aura —d‘;—:--—-:ﬁ- On différenticra done de nou-
veau, & on trouvera 12 xaxdxt .o 2 ‘]d.l’""
gaxdxdy-=6bydy'==0; do& I'on tirera encore

dx . i X
e puilque tous les termes fone multipliés

ou par ¥, ou par y, égaux Pun & Pautre & zero.
On différentiera enhn pour 1y troifime fois, & on
aura 24xdx’~—CGadydx'y 6bdy*==0; mais puilque
x =20, le premier terme et nul , & il refte adxdy==
bdy*, équation qui donn: trois valeurs de dy; fa-
voir, dy==0,&dy=. -37‘;-‘-’-; ainfi on a trois
rapports de dx & dy, ou trois tangene ur le
point 4, do’nt Fune eft infinie, & fesoo::on‘:‘lo avec
I'sxe AP, celt celie de 1a branche ha H; pour avoir
les deux autres qui rouchent les branches QAD &
I1Ad, on naura qu's prendee 45 de parc & d’autre

du point 4 & de longueur quelconque , élever les
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perpendiculsires ST telles que ST:S4:: a: /b,

& mener les droites TA.

81. On peut aufli démontrer, & pofferiori, la vé-
rité de cette méthode., Remarquons pour cela, que
lor(qu'on différentie une équation finie par Jes regles
ordinaires, le réfultat qu'on trouve, loin d'éwe la
difiérentielle complerte de cette équation, ne con-
tient que les rermes affeétés de différences premieres
ou d’une feule dimenfion ; de maniére que les termes
difiérenticls des ordres inféricurs fe trouvent négli-
gés, comme ils doivent 'étre en cffet dans les calculs
ordinaires,

Reprenons pour exemple notre équation . - - 4 «
Y—8ay'—i12axyy+4482axy4-4aaxx o

~+-16aayy —Ggatx§ "
On a rouvé, en la différentiant felon les regles,
4y'dy — 24ayydy— 12ayydx~ 24axydy <=
32aayd y+4-4 zuid]-{-q,gza]d:-{-g A
64a'dx=—0.
Mais i Pon cengoit que y & x {ojent accrues do
leurs différences refpectives , & qu'on fubftitue dans
Péquation propofée y~-4dy au lien de y, & x4-dx
W lieu de x, on trouvera, en difpofant les termes
€0 colonne fuivant Pordre de leurs différentielles,

L. IL. 1L Iv. V.
YA 4y 4 Gyydy' 4= 4ydy’+dy*

- 801’—240UJ.7—-3 . 3

&= ) qayoy* ~ Bad

7 128.!).—2*‘3-}‘)_. '30."“;. “"lz‘dib‘
16aay'—12ayydx~—24ayaxdy

“~48aaxy +3200ydy4-16aady
+ gaaxx +434¢ydi+48¢:¢{-dy
o~ 6*¢'x+18¢a34_y+ qaadx
-+ Saaxdx
—Gga'dx

an:fl:-—- :

=0
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La fomme de toutes ces colonncs, e rejer:
tant la premjére, qui et Péquation méme pro-
polée, forme la dificrence entiere & complerte de
notre équation. Mais comme la dernicre colonne,
qui ¢ft la cinquitme , eft infiniment perice par rap-
ore & la quatritme , de méme que la quatrieme eft
infiniment petite par rapport i la troificme, & &
troifidme par rapport a la feconde , on prend fes-
lement la feconde pour la différentielle de I'équation
propofée ; & Ja manitre ordinaire de difiérentice
donne en cfier cette feconde colonne ; mais il ne
faut pas regarder pour cela les colonnes fuivantes
comme ablolument nulles. $'i1 arrive donc que
feconde colonne foit €gale 3 zero, 1a troifieme slofs
n'eft point nulle par rappore i elle, & loin de pov-
voir étee nézligée, elle eft la différence de 1a pre-
miéve. Il en faue dire aurans de 1a Quatrit¢me , lorique
Ia feconde & la troifidme fonc zero, & ainfi dos sutres
Cleft grécilément ce qui arrive, lorfqu’on cherche
le rapport de da 3 dy dans P&quation propofée, pouc
lc Poin: ol zaao’.& Xomes 2 a3 puifq‘. PII'CGS ﬁ‘bﬂi'
tutions la feconde colonne. devient zero, & quil

faue par conféquent faire ufage de la troifieme ; @

.

?’;éi ea‘::o'; mime chole que de différentier deux fos
quation.

$2. C'&f'r d'aprés ces principes, & de la méme
mani¢re qu'on réfout une difficyles qui fe rencontre
quelguefois dans la conftruétion des courbes ; favoir,
Jorfque Fordonnée eft exprimée par une fraition dont
le numérateuc & le dénominateur deviennent zeros
quand 0n donne une certaine valcur décerminde 3
"ablcifle. ;

Pour fortic d’embarras, on regardera la fraltion
comme (i elle exprimoit les ordonoges de  deux
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courbes qui concourroient en quelque point de leur
axe commun; & comme en ce point leur ra

ne peur ¢tre exprimé que par :, il faudra chercher
?ml eft leur rapport dans le pome infiniment voi-
in ol elles font accrues d’une quantiré infiniment
petite , Celt-d-dire, qu'il faudra difiérenticr tant le
numérateur que le dénominateur, une, deux, ou un
plus grand nombre de fois, jufqu'a ce qu'enfin la
fraftion ne fe réduife plus 3 2 lorfqu’on y fubRitucra
1a valeur déterminée de l'abfciffe. On "en rendroit

raifon comme ci-deflus par nos colonnes différen-
ticlles des diffécents ordres.

!
Soit 'équation y== V(m'x—’: 1=/ (ane] .
.5 a—1 [ax1)
Si I'on prend ¥ =4, on aura y == 3; d'olt 'on re
it pas conclure qu'i Pabfciffe a==a correfpond I'or-
onnée y==0, Difiérentiant donc le numérateur & en-
fuite le dénominateur de la fraction , on trouvera y==

.‘-."d"‘”'ﬂ'x).(u'r—xﬂ_ Yo galdy a—.*rm*

5
sk 2

—lavxdx.a *x °

divifant le deflus & le deffous px dx, & mettant
@ pour x, il rellera ya=fa,

Soie Péquarion y=}:l'/ [4a) =ax) ) —ax——ad

. " Viiaa41xx)—x——a
e faifant o=z, on @ v ==

5

nol),‘““'"m"l dong le numérateur & enfuite le dé-
nominateur de la fra&ion , & érant dx qui fe trouve

d‘m‘" & dcﬂ'ous. on ay=— qcxx.ual.‘...gx)“"l’_. .

-

s x.(raa - :xx)u
fi Pon fuppofe. x =4, devient encore &

—

fraition qui,
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On différentiera donc encore le numérateur, & o
fuite le dénominateur de cette fraltion, & fupprimant

. Va4 X (427 fugx) —3
dx, on trouvera y= : : i

; &
g
qcc.(tca-o-zrx)
mettant enfin a pour ¥, 00 auns y == 24,

e ——————————
CHAPITRE 1I1I1
Méthode des Maxima & Minima.

83. Sl dans une courbe quelconque , done Jes or-
données font paralleles (Fig. 49, 50, 51 & 52)»
tandis que les abfciffes BC ctoiﬂgnt continuellement,
Fordonnéc CG croit aufli jufqu’ un certain point E»
au-dela duquel ou elle diminue, oy il ne fgo trouve
Jus du tout d'ordonnée ; oy bien, fi Vablciffe croif-
nt_continuellement, Vordonnée C G va toujours
diminuant julqu'a yn point E | su-dela duquel ou clie
croiffe, oun il n'y ait plus d'ordonnée, on appellerz
EF la plus grande ou la plus petite ordonnée , 04
bien encore un maximum oy un minimum,
Soit EF la plus grande ordonnée de 1a courbe
" GHF (Fig. 49), ou la plus petite (Fig. 50), ?“
Pon prenne une abfcifle quelconque BC avec fon
ordonnée CG; & fuppofons que G A fojr la tan-
gente au point G, que DH ?oic Infiniment voifine
de CG, que BCe=x, & CG=y; CD ou fa pa-
ralltle GI fera==dx, & IH:-J’. Puifque les
triangles 4CG, GHI ( Fig. 49 ). & les triangles
ATG, GHI (Fig. 50, font Tomblables, on aura
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AC:CG::GI:IH, & AT:TG::GI: IH, Cela
pofé, fi Ton imagine que I'ordonnée GC reftant
ujours paralléle a elle-méme, s'approche continuel-
lement de la plus grande ou de la plus petite ordonnée

F, on verra clairement que plus elle fera pres, plus
la fou-tangente AC ou AT deviendra grande, de
maniére que lorfque CG tombera {ur EF, la ran-
gente fera paralléle 3° BC, & la fou-tangente fera
finie. Dans ce cas, CG reftane roujours finie, le
rapport de AC a2 CG ou de AT & TG, fera infini:
celui de GI a TH le fera donc auffi, & par confé-
Quent dy fera nul par rapport 3 dx, ’éft 3 dirc
9@'au point de la plus grande ou de l2 plus petite
ordonnde, on aura dy=o,

Sojent la courbe GHF (Fig. 51 & 52), EF fa
Plus petire ou f plus grande ordonnée, B C une abf~
<iffe quelconque, Céf Fordonnée correfpondante,

la tangente, D H 'ordonnée infiniment voifine

4= CG, & GI paraliéle 3 BC. Jo fais BC== ¥,
(G=y. & par conféiquent GI ou CD=dx,
==dy. Les twiangles femblables ACG, GIH
(Fis. 51), & les tnangles femblables ATG , GIH
(¥ig. 52), dovnent AC:CG::GI:IH, & AT:

C:,:GI;IH. Si I'on congoit, comme ci-deffus,
2 Fordonnée CG, reflant roujours parallele 3 elle-
Meme, 5 approche continnellement de la plus grande
ou de 'ﬂ. plus petite ordonnée, la fou-tangente AC
EIICA T ira en diminuant » de maniére- lorfque
& tombera fur EF, la tangente deviendra perpen-

*culaire & BC, & par con équent Ja fou-tangente

fera nulle, Dans ce cas, le rappor i CG

ou de AT a TG, fera e ra‘;‘;))rtt (:leegccfo 5C“°‘.
Juantieé finie: or, GI & IH étant dans le méme
fapport, dx fera nul relativemenr 3 dy, c'eflt-d-dive,
J4au point de la plus grande oy de la plus petice
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ordonnée dy=s cc. Donc la formule générale de
maximum ou du minimum , eft d] ==0, ou bice
dy=oo.

84. IL faudra donc différenticr Péquation de i
coutto dont on demande la plus grande ou la pla
petite ordonnée, pour @ tirer la valeur de la {ric

tion -;-é- » & faire la ﬁlpp.oﬁtion de dy=o,

ou bien de dx == 0, qui revient 3 celle &
dys=co; & on avra la valeor de Jabfciffe x.
a laquelle répond la plus grande ou la moindee
75 & fubftitoant cette valeur dans Péquation pro-
pofée, on trouvera la plus grande ou la moindre
ordonnée qu'on cherchoie. Yavertirai feulement que
dans la foppofition de dy=w, ou de d x==0,
Jes & repréientent les ordoinées, fi les y los répré-
fentoient dans Pautre fuppofition. $i aucune des

fuppolitions, ni celle de dye=0, i celle de dy==0m,
ne connent de valeur réglie de ¥, il fandra ¢n con
clure que la courbz propolie n'a oi maxima ni minims.

85. CETTE méthode ¢ft propre a donner une
idée exalte & complette des courbes, 3 faire coa-
noitre les poiits ou les tangentes fone paraileles aux
axes , &¢c. Elle peut sappliquer de plus 3 unc inb-
pité de q;ze!ltu)ns » tant géométriques que phyﬁquu.
fur Jes mexima & minima ; comme feroie de recher
cher cans 12 nombre infini de parali@épipédes d¢
Ja méme folidieé donnée, celui qui 2 la mondee fur-
face ; de déterminer dans le nombre infini de che-
mins que peut prendre un mobile, entre deux points
qui font ¢ans vn néme plan vertical, mais non daes
Iz méme verticale, celul qui fera parcoury en moies
de temps, dans yne loi donnée de mouvement; &
sutres femblables, Dans toutes ces queltions , lor
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qu'on a trouvé 'expreflion analytique du maximem
o4 du min:murr qu'on cherche, on P'ézalera & yice
qui donne une équarion qu'on différentiers, & qu'on
traitera fuivane les regles que nous avous données.

Exgxrre I

86. Sorr la courbe de Péquation 2ax——xx==yy;
on demande i quel point de axe des abfciflis x,
correfpond Ja plus grande ordonnde y, & la valewr

cette ordonnde ?

L'éqeation difitrentiée donne 2adx — 23dx—
2ydy, -:-':— = ‘:x . Faifant la fuppofition de
2:'0. le numérateur de la feconde fra&tion c—-x

sulli 2er0; ainfi x<=a. La plus grande ordonnée
correfpond dong i Tendroit 0d Pableifle swa, Metcant
€owee valeur au lieu de x dans I'quation propofée,
elle deviene 2ea—aa==yy, cclt-i-dirc, y=wi-a.
La-plus grande ordonnée eft donc poliuve & né-
B¥Ive, & éxale 3 2, En faifanc I fugpoﬁ:ion de
5]1 =, Celt le dénominateur de 1a fration 7 Gui,
. 7195 mettan: done © au hieu de y dans I'équa-
“on propolée, on 4 ymmo & xi= 22; Jelt-d-dire
¢ ¥ =0 eft Ia plus perie des ablciffes, & y=24 Ia
™ grande, ou plutdt que lorfque ¥==0, & x=—24,
J &xntinfinie par rapport d dx, la fou-tangente fera
+ 90 la tangente paralicle aux ordonnées y.

Exewmprn 11
-87. PRENONS Ia courbe
ax¥=yy; d'ot I'on
AX m g

15 1 fuppoficion de 4y o donne)s=a

de l'é[undondxx—.
tircra en différentiant ; 7’;- =
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—;—-; & fi Pon fubftitue cette valeur de x dans Péqus-

tion de la courbe, on trouvera y imaginaire ; aisf
la courbe n’a pas d'ordonnée correfpondante 3 cene
abfciffe,, ni par conféquent de maximum ou de mi-
nimum. La fuppofition de dy == o, ou de dx=—0.
donne y=0, ce qui veut dire que la tangente cft
perpendiculaire & 'axe des x ay point ou y==0,
point qui répond aux deux ablliffes y == o, & x==1;

ifquen mettant O au lieu de y dans Péquation
propofée , elle devient xx—g x==0, d"ot 'on e
x=°, & x==a.

Exexrre IIL

88. So1T la cowbe de I'équacion 24y y=—a'-}
axx—Dbxx, dans laquelle repréfente les abfcifles,
7 les ordonnées. En différentiant, on trouye 2axdy+
2aydx=2axdx—2bxdx; & par conféquent

— X —
cy ax X ~—ay . La Boppobion da i

parery
dx ax

- ay
donne x == —

e & mettane cette valeur de =

dans I'équarion propofée , on g 5927 __ o

—b
Syy—~aabyy & a7 . ¢
a .:.:““. ;d'ol 'on tire y=41/[0a—al)

qui eft le maximam ou le minimum. Mais puifque
x e, (i Pon met au fieu d¢ y fa valeur, 00

a5
aura x = - Vr‘;—‘_/_a—u- » qui eft labfcife 3 hqucn‘

correfpond la plus grande ou Ia plus petite ordon-
née qu'on vient de détbrminer, La uppofition de
dy==o0, donne ax==0, c'eft-i-dire, X =0} fai-

fant
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fane 1a fubfticution dans "équation propofée, elle de-
vient a*==0; mais il implique qu’une quantité don-
oée & finie foit zero, Xinﬁ la courbe n'aura pes
d'2utre maximum ou d’autre minimum que ceux qu'a
donnés la premiére fuppofition.

89. Lo méthode donne indifiéremment les maxima
& les minima, & n'enfeigne pas & les diftingucr les
uns des aucres; on peut cepcnd‘::’t les diftinguer , lorf-
quon connoit la marche de la courbe. Sans cela
méme , voici comment on peut procéder. Donncz
& Pabfcifle une valeur un peu Flus rande ou un peu
Plus petite que celle qui corre ponf aw maximim ow
minimum dont il Fagit; la valeur de Pordonnée qui
en proviendra, réfoudra la queftion ; car fi clle eft
Plus grande que 'ordonnée qu’on a trouvée en fup-
pofant dy == 0, ou dy==9, on avoit un minimum,
& un maximum i elle’eft plus petite. On peut s"affurer
par cette voie, que la courbe de exemple précédent a
Jminima, qui, comme on a vi, font égaux , I'un
f qui correfpond i Pabfciffe pofitive,, I'autre
négatil & correfpondant 3 Pabfciffe négative,

Exlnr-‘;:p IV.

,, 9% So1T la courbe MJDEAN(FG
I'équation ¥e-y=axy, oi AB==x,
La difiérentiation donne :) -2l EE ; fop-
¥ yyye—ax
pofant dy =0, on ay=2""
a

K'B)Z)de

a}.

i & en fubftituane

cette valeur de y dans Péquation de 1a courbe , op

irouve x==-:—v‘ 2. On aura donc y = -:-lyq.-_s-.

'88 la plus grande des ordonnées qui correlpond i
F

Fig. 1.
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Yabfifle :z-:-Va=AB. La fuppofition de

dx==0 donneroit x== 31’ ; & fi 'on mettoit
cette valeur de x dans I'équation, on auroit y=
=V 2;ainfi xe=-n V4 eft 1a plus grande des
aéfciﬁ'cs AC, & laqnclgo correfpond 'ordonnée y==
CD-:—:—- V/ 2, qui eft tangente de 1a courbe en D

91. AvanT de pafler 3 d'autres exemples, il et
néceffaire de prévenir mes Le&eurs fur un cas qui
peut arriver. Lorfque les deux fuppofitions de d y=0
& de dys==w, donneot l'une & Pautre la méme
valeur cd l'ordonnée ou de P'abfciffe, elles o'in-
diquent pas alors un maximwm ou un rminimum,
mais plutét un point d'interfeition de deux bran-
ches de la courbe. La raifon en eft évidente; car

la valeur de -%— étant exprimée par une fralion.,

fi le numérateur & le dénominateur donnent la méme
valeur, par exemple, de x, la fubflicution de cere
valeur ou de certe racdine rendra P'un & Pautre égal
& zero; on aura par conféquent & ce point de Is

courbe %-Oi or, ona vii (n®% 78 & 79) que
2. —:, indiquoie oujours Piaterfeion de deux
branches de la courbe.

Exzexmxrre V.

92. St la courbe GFM (Fig, 1) eft a parabole
cubique de Péquation y— g==)/[&’— 2 sax-4-axx]s
BE==EF éunt =a, BC==x, CG=y; on 3,
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LA&xX—21a33

‘en différentiant, & - — .
= 3-(8) e saax s axx)i
La fappofition de dy==0, donne x==a; mais
celle de dy == oo, donne aufli x==a; ainfi l2 courbe
a un point d'interfeétion ou de rencontre F qui cor-
refpond & Iabfciflc x =a, & A la moindse ordon-
Dée y==a qui fe tire de Péquation propofée en y
fnblimant la valeur de x.

Prenons la méme équation délivrée de radicaux.
Felt-d-dire, y' 3 ayy=3aay— a == g e

- - - ‘
2asxaxx, En différentiant, on aura -Z-‘:— =
_ ‘&X-——3ga

) =—ébay+-3aa

Dera encore. x == a; & mettant cetre valeur de
s P'équation , on en tirera y==a. La fuppofition
dy== o donne aufli y=a, D'od I'on doit con-
clure que le point F, od x==a & y==a, eft le point
rencontre ou de conta& des d':nx branches G F,
M, & en méme-temps le point de la moindre e

Mﬁs‘ﬁ on opéroit fur Péquarion y--a:::ai. |
(a—~x)7, qui exprime la feule branche GF; (y =

3 la fuppofition de dy =0 don-

* ‘) e ’7 -
o0 auroit —— == - 5 la fuppoficion dé
Je(@mmx)

zho w'apprendroit rien ; mais celle de dy==co

noe ¥ ==a, & par con Nt y==a; par ol
Pon voie que le point F fournic un maximum par
fipport aux x, & un minimum par rapport aux y.

93 Pax dic que & fuppofition de d =0, qui
D |
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donne 2af =0 napprencit rien, ce qui ne doic
sentendre que des maxima finis, car elle dél
deux maxima infiniment grands, En eﬁ'ct._Pniz:

2 4':'== 0, on a donc aufli a==0: cette valeur fublt-

wéc dans T'équation peopofée, la réduir 3 2=

F*. .
P ax ou x=4 V—-o—. par od Pon voit que
x & y fone infinis. Ainfi, lorfque a== o0, Péquation
exprime deux maxima, I'un pour la branche FG.
& FPautre pour la branche FAf,

Ce cas aura lieu toutes les fois que la fuppofiion de
dy==0,0u d¢ dy==, donnera une expretlion fiai¢
conftante , ou un divifeur conflant égal d zero, & que
cette valeur fubftituée dans"équation propofée, n'amé-
nera pas des imaginaires ou quelque contradiction. La
raifon en eftqu'une grandeur finie ne peir devenir nulle
ou zero, que relativement 3 quelque grandeur infinie.

Exexmerre VL

94 SorT la courbe ( Fig, §4) de I'équation
x‘..fzax’-i-a axx:==y*, dang hqotlle AB==a, AC

ou AP=ax, CM ou P“-’; on wu—:%- =

T « La fuppofition de dy==0,
donne trows valeurs de x, favoir y=—0, x =2,
x == —; la valeur x==0 fubflituée dans I'équation
propoéc,rendj=0i la valeur x==2 rend y==0,&
la valeur x-——'-'—:- rend y = o4 % La fuppofition
de dy==o donne y==0; donc lorfque x==0, &

Ax)——faxx-r18ax

Jorfque x==a, y ala méme valeur dans 'une & "autre
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fappofition , ce qui indique que les points 4, B
font communs igemnx branches de la c';c:rbc. Ainfi

:=--:-=AC. donnera une plus grande ordonnée

¥ qui eft double & égale + —=CM ou Cm.

On peut dire que le liew de cette courbe ¢ft un
lieu, qui provient d’avoir élevé an quarré I'une
ou lautre des deux équations fimples a:-—-x:-]z

& xx—ax=2:yy, dont la premidre eft au cerc

& la feconde 3 l'iyp«bolc. Ainfi, il n'auroit pas
foffi de réduire fimplement I'équation 3 Mhyperbole
©a au cercle ; il éroit & propos de confidérer ces deux
courbes réunies, & dans leur érar de complication.

Exgmprx VIL

95. Sorr la courbe de la Figure g5, dont
Véquation eft yyz reoti_ AP étant

10—
- B
=x, PM=y, AD==2a, On trouvera -;i—- =
H~4daxtgqaxg—yx) a) — 422X g XL ——xT
Yy T

Quex )V 2. (23=x)"
:nnt d"ane[ plus loin, foblerve que le numént)wr
e !:.d’d‘mmlmum de la fradtion font tous deux
'."' les par @ —x, Donc, dans les deux fuppofi-
53’ de dy==0, & de dy=00, on aura g—x==0,
ai’d"‘ ¥==a, qui éant fubfbeuée, donnera
{hm?" & par conféquent la courbe aura un neeud
%€ 2u point B déterminé en prenant 4 Be=a,

Divifane par d—2x,00 32 — . 818423

Fig: 118

dx = (u—x)y[rax—xx]

La foppofition de dy=0, donne x-z—..--‘":t‘"/’ ;
F iij
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86 Carcur DIFFERENTIRY;

- ‘-.:.V' ne fert 3 rien, puifqn'&
la fubfticuant dans Péquation propofée, elle rend
Pordonnée imaginaire; & il eft évident que Pordonnée
le fera en général toutes les fois qu'on prendra x plus
grande que 24, Subftitvons donc Pautre valeur x=

§a~—ay¢ [1a—=1a¥1]
» DOUs aurons y==--a 'l_-t-‘-;/-{—.

Faifant donc AP == "'-:‘V‘ » Mous aurons les
devx maxima PM, PM, P'un pofitif & Pautre négatif,

; . . [ra~——3ays)
{] -
& exprimés I'un & I'autre par ‘V e
~ La fuppofition de dy===co donne y ==o & x==28;
en fubffituant ces valeurs dans Péquation propolée,
on trouve y==0 & y==o; c’eft-i-dire, qu’au poi
A, ol ¥x==0, la angente eft parallele aux ordoo-
nées PM; & qu'su point D, oy x==2a, Pordon-
néc e infinie, ou devient Vafymptote des branches
BH, BI de la courbe,

Exempryg VIIT,

96. So1T la conchoide de Péquation yy =
mg-—x'-o-sub-—uh'—“:x-ﬁ-uu
- jontrouvera

dy M s Al ) L P 11
dx o i-_""“"'-‘-"*l“&hlh)u-uwm&'b].
On voit que cette courbe préfence trois cas , favowr,
lorfque a==b, lorlque baz o, & lorfque &> a.
Dans le premier cas, la courbe eft celle de Ja Figure
€quation (en fuppofant G A ou GP=—=a,

GE=x,EM==y) eﬁ]]:: B4 38 X 335 o x4 .
. . xx

l2 valeur » =
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" dy e e QX ) e 3 ) N 34
& doone dx xxy [at2adx—raxi—x4]
La fuppofition de dy==0 rend le numérateur égal
i 2er0, Ceflt-d-dire, (x-4=a)(*—4~a’)==0; &
par conléquent x==— a, valeur qui fubftituée dans
V'équation de la courbe, donne y==0. La fuppofition
de dy=co , rend le dénominateur x x|/ [(x==a)'x
(ag~—zxx)]==0, & par conféquent r==0, ¥y==-—a,
& x ==a; mais on a trouvé aufli la valeur r==w—a
dans la fuppofition de dy==0. Donc lorfque y=~a,
Ceft-i-dire, fi 'on prend G P==a, le point P fera
comman i deux branches de la courbe.

La valeur x==a fubftituée dans I'équation, donne
y=0; ainfi & I'ablcilfe ¥ ==a==G A correfpond
Fordonnée y==0. La valeur xs==0 fubflituée, donne
Y==0; ainfi, {i par le point G, ol x==0, on méne
une paraliéle aux ordonnées, elle ira toucher !a courbe
i une diftance infinie , c'cft-d-dirc qu'elle fesa une
lfymptou.

nt aux deux autres cas (Fig. 57 & 58 ); foent
CAz=CKwma, GPaxb, & le ’rZﬂo iomme ci=
2“!“- La fuppolition de dy==0 donne ——x*—

¥Viw—aabx—aabb==0, ou bien (x-b)
(""“"_."4’)80. & par conféquent xam—b,
& xe=]/[—aab). La fuppofition de dy == oo donne
-:f s[adaixx—-c"‘-/b[zcabx*zix’-—bbxmdb]ao.

‘A-diwe, xx |/ [(r4b)' x(ag~ xx) =0, & par
m?ffm‘ X¥==0, ¥= )-—b, xﬂaa)? sm—r

valeur x==-}, qui dans le fecond cas, rend
{;?o. eft donnée par les deux fuppofitions ; aiofi,
r°“ prend GP du cbeé négatif & ==—>b, le point
era commun aux deux branches de la courbe.

7 méme valeur xa—;-b, fubMituée dans I'équation
e la courbe :h]--—.-:—r_]/[“—-xx], rend

Fiv

Fig. 12
&!:l.
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négative dans le troifidme cas, la quanties qui et
fous le figne, parce que b>>a; asinfi 1y courbe érant
imaginaire, certe valeur ne fert A rien,
La valeur x=]/[—aab], donne y=q
V[caa—u>Vr-m+usl’/r—.,a;.....u].
Viabs)
qui cft aulli imaginaire , lor{que  oft plus grand qee
a (Fig. §8), mais qui eft réelle lovqu.% elt rhﬂ
potic que a3 fi I'on prend done ( Fig. 57) GI=
/ [=—aab], on aura un maximum IN cl part &
d'autre de Iaxe des ablciffes. La valeur x om0 donee

y==, c'eft Vindice d’une aflympeote; & Ja valest

x==z4a, donne y=0, ceft i-dire que la rangente
aux points A & K eft paralldle aux ordonnées.

Exzurt.n"l’x.

97- SorT la demi-cicloide raccourcie AMF
(Fig. 59); fuppofant AB—=2,, BF=p, AP=rx,
PM==7, la demi-circonférence ANB =¢, l'arc
AN==4; on aura PN:::V[zax-..x;‘-‘); NMy—

2ax—xx], & par la propriéeé de Ia courbe.
AVN[B=BF::AN:NM. C'CR- ife. c;bg:quuﬂ

b
‘1 T Y — V[zax—n] ; & différen-
(‘d#-—-xlg)

= VTeas gz Mais i Pon mioe mp
inﬁnimmt VOlﬁne de MP. on aura Nnnd’ﬂ

————— dlllllll -
V(::x:-:x) 3 & fubllticuane cette valeur de 49,
4 _ abbge_ .,

el U e Viar—zzj™ La fuppofition

de di==0 donne x~—~ ..‘:.t, ~ a; en fuppofant

donc que H foie le <entre du cerc'e' fi I'on preﬂd

.f;q-, Donc

5 3d
tum.—‘iﬂd{‘—
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HE quatriéme proportionnelle 3 la demi-circonfé-
Lence ANB, & la droite BF & au maion, Yor~
donnée correfpondante fera le maximum cherché.

'k‘ﬁ?poﬁnon de dy==o0 donne x==0 & x¥==2a3;
c -di

re, qu'aux points 4 & F, la tangente fera
paralléle aux ordonnées, '

Proerxxme 1

98. Lx re8Bangle ADCB (Fig. 60) étant donné,

or demande la plus pesite droite QH, qui puiffe éire
menée par le point C dans Langle QAquH'? '

Soient AB==a, BC=b, BHo=x; CH fera
=]/

(bbt-xx], & les triangles femblables HRC,
HAQ, dooneront HB: HC:: HA:HQ, Celt-i-dire ,

x: V[M+x:]: iXegma :HQ:-{-}.-‘—V[“'*"’]'

Si T'on regarde donc H Q comme "ordonnée y d'une
courbe,, on aura Péquation y= x:'c V (bh=xx],

&mdiférentimt,-{{.-.-a_.f_’:_‘_bﬁ._. La fup-
Po'ﬁrion & i dx . xxy (bbt2xx]

=0, donne x =]/ abb]; ainh

{:“‘“F BH=V[abb], & menant H[CQ. ce fera
MiMimum cherché.” La. fuppofition de dy ==
fer ": -f‘l/['-?b] imaginaire , & ¥ ==0, qui ne
t 3 ren, puifquelle déhizne la droite BC menée

PRr le point €, & infiniment prolongée, maximum

g'“;?:hx cherche pas cerminement dans la queftion

Dans les queftions de cette «f; il fuffica d
. o ’ onc
m’c&""““ Pexpreflion du mp::iemu,m ou du mi-
m cherché¢, & de fuppofer égal 3 zero, le nu-

. & Cﬂﬁll‘e lc i

ateur, -

Flg: ¢on
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Proesrzens 1L

99- L # droite AB (Fig. 61) drant divifée en tros
tes données AC, CF, FB; on demande le poin:
dans la partie du milieu CF, rel gue le prodait

AEXEB foit au produit CE x EF dans zeBmM
rapport poffible , ou que la fraflion %E‘E%" Joit

un minimum ?

Faifoos ACaa, gpﬂnb. CB=x¢, CE==x,
& ¢ conféquent AE==ag 4%, EBc=¢ —x,
EFP‘=6-3'. Ainﬁ, h ftﬁion pfOPO“eoloooo'
AE . EB QC e O X e @ e 3 38  fa dificcentiells

-CE.EF bx——nx
o cexdx——brxdewcaxzdetracedy ——abeds X

(X -y '
fon numérateur éeant €galé i zero, donners x==
oac sk y[abec—~abbc mmaadcmeaace) Liwe

coba 5

leur pofitive de x donne le point cherché E en allsnt
de d,‘:!cﬂ B, la négative donneroit le point E en
allant de C vers A. St Von fuppofe Je dénominster
€gal 3 zero, on trouvera ¥=20, & xe==p; dans
ces deux cas, Ja fra@ion eft un maximum ; car x érant
#et0, le point E rombe en C,& x éant =b, il tombe
en F, ceft-a-dire que le re@angle CE x KF efl zero.

Prorrxzxms III
100. Courxx la droite donnée A B au point C,

de maniére que le produit ACx CB foic le plat
grand de rous les produiss femblables ? £

Faifant AB=>=a, AC@:, CB (era smg—x,
ACx CB==gxx—=x’, & (a différence s=24xdu-=
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3xxdx, En égalant cette différence i zero, oa
UOUVera ¥ == — , & ¥==0; ainfi, lorfque AC ou

3

%= ==, le produit ACXCB eft le plus grand

Eﬁble. Il feroit en quelque forte le moindre pof-
» i Ton prencit ¥==0, car alors le point
C tombant en 4, ce produit feroit lui-méme zero.
Comme 1a différentielle n’eft pas une fraction, autre
fuppoflition du démominatcur égal & zero, ne peur
Pis avoir lieu; mais fi Pon veur confidérer I'ex-
preflion du produit axx—a* comtne une ordonnéé
de courbe, on fera obligé, par la loi des homo-~
génes, de divifer ce produit par une quantité conf-
tante de deux dimenfions ; alors la dificrenticlle fera
e frattion donr le dénominateur fera conftant;
 cette conftante ne peut éue zero que dans le cas
ol x feroir infinie , ce qui feroit certaimement le cas
U maximum , AC ou x éant == ce.

Tsi dic que le produit 4Cx CR éeoit wn maxi-
mum , lorfque 4C~— -,-::— 3 on l¢ verra clairement
i on décriy hcoﬁbc'dei"gq;azion éxx;:.' =2
Sr toutes les ordonnées entre 4 & B feront plus
P::ms que celle qui correfpond A Vabkiffe x ==
= St Ton febftitue dans I'équation P"autre valeur

“QOQ 00.‘. o » ’ .
vie L& innzi;o."= i doll 'om veit que cetre

01, Daxs |} \3 e :
Rl 8 ¢ Piobléme précédent, & dans tons

E€Nre, on pourra faire ufage de cette

our favoir fi | i i
= m“;mg s u:u;m_ ‘nl ;:‘ .quenwns appartiennent
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Prosrzme v

102. Enzar tous les parallétépi des épausx d w
cube connu, & don: un cird foie cﬁwﬁ:c’. on demank
quel oft celui qui a la moin re furface ?

Soient 4 le cube donné, b le cBeé connu &
parallélépipéde, x un des ©btés cherchés, le troifitot

cOté fera %, puilque Te produir des trois ces
du paralidépipéde eft égal 3 o, Les produits des s
©84€s pris deux 3 deux, favoir, b, " | — fo

ment trois plans qui fone la moiti¢ fie la furface d2
Paralléiépipede, & par conféquent leur fomme b+
-d

e “.b—-'. elt le minimum demandé, donr b

. —gVd
dlﬂfcm cﬂ bd."-——‘-‘:‘%’—-, ou bxxdx at ’_.‘

xx
La fuppofirion dy numérateur égal & zero, dono
. al I
x == V[T]; ainfi les trois cdtés du parallélépipéde

? 2 1 ar

font 3, V[T . & .VE .-] =V[T '
W o T

celt-i-dire , que les deux cbdeés cherchés fone égaur.

La fuppofition dy dénominateur €gal 3 zero , ne fett

rien , puifgu’elle donne = ©. ce qui déeruit k

Pl’g‘blémo. 5 s
i on demandoit le liélépipéde avec les mém

conditions , mais Camp:ﬁ'mlgna aucon des c8tés, on

*Ppelleroit le cété cherche ¥ 3 or, les deux autres
f p .= ‘-l NG G
ont €gaux & exprimés chacun par V[x] ; am

Ia fomme des trois plang qui doit étre un minimen,
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it z:V[:‘-]—l- . ;diﬂ'éfentiant. on a...

=

a¥dx a'dx 1 c’dxl/[‘.;:-] .

] e Oou at .
xV{-:-] et x:l/[';']

& égalant le numérateur 4 zero, on trouvera x=a,

&les deux autres cdeés aufli = a , Celt-i-dire que le
panallélépipéde qu'on cherche eft le cube méme donné.

Proasrsmz V.

103. D« ns le nombre infini de cones droits qu’on
peut inferire dans une [phére , dérerminer celui qui a la
Plus grande furface convexe? On voit qu'il ne faut
Pas compeer la bafe du cone.

Que I'on im?ine dans le demi-cercle ABD
(Fig. 62) tant de triangles qu'on voudra, tels
ABC, AEH ; fi I'on fait tourner le demi-cercle fur
le diamétre AC, il engendrera la fphére , tandis que
ique_triangle engendrera un cone. Mais il eft
clar (Géom. 315 ) que les furfaces des cones inf-
crits foor entrelies comme les produits AE x EH,
&BXBC; ainfi la queftion fe réduit & déterminer

le diamdtre 4D 1 i le produi
ABx BC foit un mawiseens. G tel que fo produe

Soit donc AC == x AD==a; la iété du
Cercle d = / — i
ABxBCO:e{}CB fnistoed AB:‘V“ .

ax.l/ ax—-:x]::]/[aaxx—a#'].

dont la dific cft racxdy——3axxdx R
1y [eemx—ax']) =

mérateur €galé & zero, donne x = -::-,&xno,'

& le dénominateur ég
&=, Si I

3
alé & zero, donne x==a, &

on pread dong AC=14D, la furfsce

GUE Fige 634
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du cone en par le triangle ABC fers 1
grande le. Il eft clair que les deux auu’at
leyrs y=x0, & x==a font inutiles.

Prosrexsg VL

Fig. a1, 104, L'envcze FDG (Fig. 63) étant donné, &
le poinc A érant donné de pofition , trouver la po
petite droite qu'on puiffe mencr par le point A come
Prife dans Uangle donné 3 '

ioitCl(E'B la drgf:;n dumh:F. & foient menées A,

FAP, CK perpendiculaires refpeivemens sux droits

FD, DG, FP. Puifque I'angle P;g'c eft donné, & que

Pangle FPD eft droit, Pangle AFQ fera connu; é

Plus, le point A étancdonpé, on connoitea aufli Jes lignss

QA, QF, FA, QD. Soient donc QF g, QA o,

QD=1$, QC=x, & par conféquene FA=

: [ga-tec], CA= Y/ [eccpnx y FD=bs,

Ce=ma—x. Mais les triangles fomblables FAQ,

FPDP d:nmnt FA:FQ::FD:FP; ainfi FP=
o & PAr conféquent AP s 205

[aatcc] ' )
et tiangles amblables FOR. FAQ, Yonnen AF

FQ::FC:FK; ainli FR~__20"8% o oy

A _=___"¢'0"3 8.
conféquent AK Vieameoy Enfio les trian

gles femblables ACK, ABP donnene AK:CA:

AP:AB; donc ABme (2=cOViccar) o
ft4ax

par conféquent CB=]/[ccupu sx]up 207 »

CCuax

V[“""“""]t qui doit ére un minimun, Difié

Tac i d=
I, 08 o * -
feonaat , uvera V[C(-FII’ T
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wds(ab—ce)(ectax)~—adx(eb—cc)(cctxx) .

(coeseax)® .(ce-&-xz)%
En fuppofant Je numérateur = 0, apris avoir tout
réduit & un commun dénominateur, On auracette équa-
. . s 1ecxx beex
tion du troifidme degré x4 +

¢4
—— bt =0,

-
Pour la conflruire, je prens F'équation i la para-
bole xx == ay; & faifant 1 fubfitucion , ai xy-j~
1ecy beex ed bee s
— — s s 0 lieu 3 I'hy~
petbole entre les afymptotes.
Cela pofé, que fur Ia droite Q D on prenne Q M=

e

=2~ que du point M on méne parallRlement ¥
AQ Is droite MN===*.; que Ton tire NS pa-

a
nlléle & QD; que Pon décrive entre les afymprotes
NS, NT Thyperbole HOV dont 1a puifiance foit

_‘ﬁ‘-o-ubcc——av :
; que 'on preone les x fur

al
b droite QF., en partant du point Q, & les y pee~
es aux ¥, Eafuite , fur Paxe 4Q,
z:lcpmknn& bpﬁms“pour fommet, on
e la parabole QO de Péquation xxe=may,
Al"r!.‘ﬁ du poinc O, interleétion de la parabole
& de Phyperbole, on méne OC paralicle 3 AQ; &

e par le point C & le point A, i i
CAB, c“‘P[;l‘ Inminiu::m on tire la droite

En effet, on a par conftra@ion NS =5 e s 3
$ bee S S
0=+~ & pac Ia propeiéeé da Phyperbole
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NSx S0 eft égal au reftangle conflant ou puillance
scey | beex  wbet

dehcombe.Donc:y-F-‘—-i-——-#--—‘-;*’

da
slet paadree—aen

s mais, & caufe de la pan-
bole, C0=J==:;:;'memm au lica de y cete

x? recx x
valeur, on trouvera — +-_.L+L =

_ aa as

bee ¢t . g ey beere
o _—:‘—l c’d!"due,z’+—;—+—;-—+

4 . . TR
~——bee=0, qui eft précifément Péquation dom

il falloie tirer Ja valeur de

On a vu ce qui réfulte, en égakane 3 zero le po-
mérateur de la | qui exprime le minimem
L’.;nm fuppo‘:iuon. Qui cft celle du dénominateus
égal 3 2er0, donne (coggy ., cpxx] =0,
c’?ﬂ-i-dim : V[ccﬂ-xx]:zg &l/clcc-o-‘:-:slm de
V[¢¢+:x]=5=0. on tire :ual/[—-cc]. imaginaire
qui ne fert @ rien, Mais ée4ax==0 donne x=—

i“—; prenant donc Qc::;:...—c:‘-.& menant

Ac, on aura le tiangle Q 4¢ fomblable sux trisn-
gles QFA & PFD; ainfi Pangle QA = Pangle
FDP, & cA eft parylile 3 DP; Celt3-dire, qo¢
la droite mende u point ¢ le point A dass
Vangle FDG ff infinie, & er‘ paz conféquent une
efpece de maximym,

On peut Stafruret encore plus aifémene que d"‘
ot cas la droite cherchée eft infinic; car en fubll-

wtqﬁwdc:ﬁvalan-f-ff— dans Vexprel-

fion
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- .
fion [/[¢¢+xx]+ :c+:: V[t‘+3'3‘]=“-C8.

le éénominateur devient zero, ce qui défigne que
h Egne eft infinie.

m
CHAPITRE 1V,

: i i
Des Points dinflexcion & de
rebrouffement,

195, LOINQU'UNR courbe, qui éeoit concave
Yers une ligne ou vers un point, devient convexe
Veri cetee meme ligne ou vers ce méme point, ou
W conuaire , de convexe elle devient concave ;
I point qui [épere 1a partic concave de la partie
‘otvexe, sappelle point dinflexion fi la conrbe
ortinie fon chemin vers le méme coivé . & poine

 ribroulemen: lorfqu'elle revient du c&eé de fon
Qlé‘]m.

106, Sorr la courbe ADEM (Fig. 64) aux
“’0‘40'}1!63 paralitles , & qui ait en g un point
dinflexion ou de rebroullement, Si Pon prend une
2lcifle Fuelconque AB==x, l'ordonnée BD ==y,
% qw'on mine CF paralltle & inhiniment voifias i
EDsil eft ¢vident qu'en regardant dx ==K C, comme
‘“'_1’!_“6. 3 mefure que I'sbfcilfe & crofurs »dy ou
:ijlﬂm;m GF de l;::.gonnée BD deviendra de
% ¢ plos petite, ju ce que Fordonnée tombe
fx ke point E d'infexion oude mouﬂemcm. an-del}

» €ans 'un & dans L'autre cs, elle deviendra

g &
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toujours de plus en plus grande, Donc aux points i
flexion & de rebrouffement, Je 4 'y et un minime
ainfi la formule de ces deux efpeces de points, d'spee
Ja méthode des maxima & minima, (ery ddy=2,
ou bien ddy=co.

Si la courbe cft d'sbord convexe vers I'sxe 45

Fig. s1. & enfuite concave, comme dans Ja F igure Gy , alos
Pablciffe, croiffane, la différence de I'ordonnde v
croiffan jufqu'au point B, apees lequel elle va &
diminuant; le dy’eﬁ donc un maximum a ce poset,
& par conféquent il faudra encore (uppofer ddy=20,
ou bien ddy== co.

On pourra conclure la méme chofe, en confid®
rant que dans les courbes qui d'sbord fonr concave
vers laxe, le ddy et négacii julgu'au point £ d'is-
flexion ou de rebroulement, & qu'au-del il deviext
pofiifs & que dans les coarbes qu; commencest

Gre convexes, le ddy eft pofiif julqu’au point
?‘,‘ & devient enfuite négatif; mais une quanti
quelcongue ne peut pas devenir de négative, Po‘
tive, ou de pofitive, :ipdve. 4 moins qu'elie =
s:fc par zero ou par l'infini ; donc oy poine E dis-
ion ou de rebroullement, on doit avoir ddy="0
ou ddy :-' oc.me ’ &

Fie. Dans la courbe AE M (¢ Fig. 6 i dabord
kg concave vers l'axe, fuppofo:lgs qoz)le? droites DT,
EP foient tangentes ayy points D & E; tandis ¢
Pablcifle AB croitra, I partie AT de Iaxe com
pn(c entre Ja tangente & Porigine des abfuifies,
croitra aulli, julqu’s ce que le pomt B rombe i
le point H, au-deli duguel , s'il y 1 inflexion en Er
lintercepeée diminyera, Donc, au poine dinflexior

E, Tinterceprée ) A x fera un maxe

mun ; ainfl différentiant (cf: prenant dx pour coel*
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dyvde——ydzxddy—dyrdx
tante ), on sura I égal 3
lf:'b ou 3 Iinfni; c'efta-dire (en ‘t‘iduif?‘t, divie
—ydx, & multpliant par dy*), =0,
ou b?ell: dijuw. S Py aun rcb’roulrem{m au
poiot E ; tandis que Pinterceptée AT croitra, I'abf-
cilfe AB croitra aufli juliu's ce que le point T tombe
@ P, & Pabfciffe alors deviendra AH ; mais aprés
cela, Pabfciffe diminvera; atali 4 H fera un maxi-
mam done la différence eft égale i 2¢r0 ou i Vinfini.
nc, relativement & cette difiérence, la différence
AP fera elle-méme zero ou infinic; ce qui donne
ticore, comme auparavant, ddy==0, ou ddy==o,
Sila courbe éroir d'sbord” convexe vers Paxe
(Fig, 65) , Pinterceptée AT feroit =x—-"7"-'—. Fig. ¢5
dont I difiécence cft dedyr—dxdyr4ydzddy s

dy?
Jdla’, o e ‘as J . -
2| i ulipanepr dy ¢ vt o

¥éx, fe réduit encore 3 ddy==0, ou ddy == o0,
; la courbe DE M (Fig. 66), A éant Pori- Fig- ¢
e des x, & E le point d'inflexion Finterceprée
AP fers = A H4-HP; mais dans ce cas, Ja fou-tan..
geme ot négative, C'eft a-dire , qu'elle eft exprimée

par ---‘;f_; donc AP=x— o 3 par ou Pon

. éy
YOIt que dans aucun cas linterceptée AP e peut
fre yoq 207

&y

; 107. La formule ddy==0 ou ddy=1w regarde

&mbq qui ont les ordonnées paralieles, ou qui

z t np")onéa 4 un axe; mais 1a formule fera diffé

e, il S'agic des courbes rapportées 3 ua foyer.
G ij
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Suit Ia courbe ADE (Fig. 67 &68); ? fon foyen
QD, Q4 deux ordonnées infiniment voilines. Ay
mené QT, Q: perpendiculaires 3 Q D, Qd, queTos
tre DT, dt tangentes aux poins D, d; b lige
Q: prolongée, s'il eft nézcflaire, rencontrera DT &
point o. [l eft clair maintenant que les ordonnée
croiffant, Q: fera plus grande que QT, fi ks courbe
elt concave vers le foyer Q (Fig. 67); mas QT
fera plus perice g:e QF, 6 la courbe ¢ft convew
vers le foyer (Fig. 68). Donc lorfgue 13 coue
de concave deviendra convexe, & récipe
lorfque de convexe elle devierdsa concave, cefid
dire aux points d'inflex’on & de rebrouffament, b
quantité er deviendra de pofitive négative, ou &
comraire; clle pallera pac conféquent par le zero o
par Pinfini.

Soient donc QD==y, D if=— dx, & du centre
Q foient décrits les arcs infiniment pesits DM, TH;
les deux triangles d VD, dQT, ferom femb'ables,
& donneront dM:MD::4Q o DQ:Qr, cefti
dire, lJ:dxz:y:QTm-‘Li; les deux fectears
femblables DQ M, TQH do:ncm QD:DM::QT:
TH, dclbddive, y:dx g -'7{-{.:7'}1=-$- ; e
plus & caufe des triangles fembb;’bla 4Qo, TH)o .‘0' ’

> x
dQouDQ:Qo ouQ'I::TH:Ho.c'eﬂ-idire.J:-—J-‘;;-“
éx:

.

der 5
:Hol’:-‘—.{‘rT. M H: (.Fig. 67 ) of} 1a diffé-
2l Lt
rence de QT c'ell-ldire que He (en prenant

| Ry
pour conﬂnnte)a-d—'e' Qaddy « Donc so==

ey
é ———
tHe Home S34° J:"'“-"""‘" » qulil faude
)‘l
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&galer § yero, ou i Pinfini; ou bien encore, en mul
tpliant par dy*, & divifane par dx, il reltera dy* —
ydéy—-dx*, qui doit érre égal 3 zero ou a Uinfini.
Igms la Figure 68, la ligne ez oft néaetive, &
—dxd iV beydwddy—dxt
Cys 2

& e divifant par —dx, & mulsipliant par 457,
0wy dx'-dy'——yddy égal 3 2¢r0 ou 3 Vinhni.

q:;voit c:‘onc ar-li que fi m}e courbe polaire
(Fig. 69) quia pour foycr le point Q,
pour ml&s les droites QB= 5, g. dont les pc:%s
#cs BC font les dx, a un point d'icflexion on de
rebroulfement ; 1a formule géudnale pour l¢ dérer-
Miver fora dy* dx'—ydf?yzo.ou dy'd-dxtem
Yy — o,
¢ $i Y'on fuppofe y infinie, Jes deux rermes dx2,
g' ferone nuls par rapport au wroifilme; on sura
% alors — yddy &gal 3 zevo ou i Pinkai; & en
“f'fim par —y, il refte ddy==0 ou 4/y== e,
W ¢fi la formule des courbes rapporties 3 uo axes
.9 doic ére en effer, puifque la fuppofition de
J ménie rend les ocdonill:s' parailelcs,

168, La nature d'une courbe érant done esbri-
F’“ Par une équation, on différenticra écax fon i
Equarion eff algébrique, en prenant d¥ pour coni-
“nte ; une fois feulement , i Cuft ¢Ga une dquation
ha:t;nm!lg du premier ordre ; on prendra 1 va-
g ddy e dx; & on Pé2a'cra fuccetlivement
3 b;:‘:" & a l'infiri; ce qui donnera fa valeur de
A e conelpondante 3 lordonnée qui rencontry
] Concbe an poine dlisflzxion ou de roorcuidement,
& t cependant que cos valewrs de x fubftinades

™ Féquation de la cowbe donnent des valouis

G i

e par conféquent =

F;‘- ‘95



Fig. st

102 Carcur pirréxexrrer,

felles A ;carﬁyétoirimagimireoninFom
lr:c c::rbz n'auroit pas de points de cette efpece.

xo';. LA mé:bod:r donne indifiéremment :: L
flexions & les rebrouffements ; pour diftinguer les u=
dg !autres. il faut chercher la marche de la coutt
au voifinage de ces points,

110. LEs courbes peuvent encore avoir des it
brouffements d'un genre différent de ceux qu'on?
confidérés julqu'ici, favoir, lorfque la courbe, ca re
venaot vers fon origine, tourne fa concayité du méne
cbeé qu'clle la rournoic avane fon rebrouflement. A
Ia fin du Chepirre fuivane , Ceft-3-dire lorlque j'aurd
traité Ces raions ofculateurs, je donnersi la formu'
gendrale pour les rebrouffements de “cette fecondt
.{Pcccn .

Exemerrx 1,

111, So1T la parsbole cubi (Fig. 51) &
I’équation r-—-a-hl?/“['t’-—zaa.r.j-u:x:].‘;ui comms
ona vu (0% 92) a un point double; la difiérest

premiéfe cﬂdy.—:-—- teadyeraxdx _; &h

;(c’—3¢§z+cxx)7

diﬁ'érence feconde, en prenant dx pour conﬂamr-
oft ddy e 3adx2

2 9("—talx+¢xr)7. '
L r"‘[’mr"?ﬂ de ddy=0 donne —2adx'==0,
qui ne lere @ rien; mas celle de ddy=on, donne

9(4’-2¢ax+axx)7=- 0, ceft-3-dire, 22—
24X+xx==0, & par conféquent x =g, Subl
tsnt 2 pour x dans équation propofée, on tour
Ven y=ga; donc au point ot Fabfcifle & Fordonnée
fone chacune égale 4 q, 1 cotirbe 2 un poine d'is-
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flexion ou de rebrouflement ; mais comme on faic
dsilleurs-que celt un point de rencontre de deux
branches de la courbe, c& ne pourra pas étre un
point d'inflexion; d'o Pon conclura que c'en elt un
de rebrouflement.

Soit la méme parsbole cubique, mais dont on
compre Jes abfcilles depuis le fommet A ( Fig. 70),
ABéunt = x, & BC==y. L'équation eft axx==y"
d'oi Fon tire, en différentiant deux fois, ddy =
L‘t"!’—&]l]l

30
32)/[eax), & on a par Ja premidre différentiation,

saxdx

dy= W; aioh Gifane les fubftimgions ,

On aura Jd]——- :;tfr
gx | [aax)
‘Mfﬂo. e fert 3 rien; celle de ddy= donne
9x)/[aar)=o0, cclt-i-dire, ¥==0, valeur qui
fubftiznée dans I'équation , rend y==0; la courbe
a doag un rebrouflement 3 fon fommee A,

. Mais I'équation donne 3yy==

. La fuppofision de

ExeurxeE IL
112. SorT 1a coutbe D FM (Fig. 71) de T'éque-

'500]=¢ V[-t:—:-i ;ABM(’X,Bf:],
——gaax

4D =4, En &ifiéreatiant, j'a dy== 1y [ax = x¥) 3

& difitcentiant encore ¢n regardant 4x comme conf-
. ya det—anaxde?
unte , je trouve dd y =
4x. (ax——xx])*

La fuppofition de ddy==0 donne ja’— qeax==03
ol T'on tire x=~—, vakeur qui fubflituée dans
4
Giv

Fig. yeo

fi‘o’l.
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FPéquarion de 1a courbe, rend y=mg Vi mﬁ.‘
Ton prend AB =14, & qu'su poine B on éew
Fordonnée BF =- 4 l/-:-. fe point F fera le m
d'inflexion. La '{uppofuion de ddye=eo

4% (a3 —>x)i2m0, C'eltd dire, y==o & x==5
la premicre de ces valeurs fubfbituée dans I' Equatk,
reed y=co, & I G:conchmo; mais ni 'en o
Fautre cas ne dopne d'inflexion ; ils indiquenc kake-
ment qué I'alympore AQ & I tangente au pos
D font paralieles lune & Paurre aux ordonnézs.

Exssrey 17 L
113: Sorr (Fig. 72, 93 & 74) la cydoide &

s arll-o-hdx-bzdr ° \
I'é uation dg == 5V(xrx—zx] » (0% 57

N Jda0
En di!&'remiam,on. ld{aﬁ’r.—‘"—b’""‘ :

i
b (srxemyy)

La foppoﬁfion de JJ{::O donnc arX——arir—
bre=0, Ceft ddire, T==rog -9—'-. Sia>b, bt
-

, 3tlongée ; ainf;, renane, 3 compugds
Frvee, CE quurine Propogtionqcue ABF, ik

dcmi—cifcmifércn &. Fig, » & me
nant l'ordonnge E‘cD, ;ll. e 1

poiat dinflexion D), §; <y (Fig. 74), la cycloide
eft raccourcie, & x:-.-.r-&-—?- eft plus grand que
2r ou Gue 485 mais dans ce s, les ordonnédes
font "Magindires , poifo o’ Wy 2 plus de courbe 2u-
deflous dy poing F[:" donc Ia courbe o'a i infexion
n rebrou@emen;. Si aw=b (Fig, 72) . Ja cyclonde

é

oft l'Otdimirc; alors x ou r-l--:’— devient = 27 =
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AB, & y=HF; ce qui n'indique ni inflexion ni
ent, mais feulement que la tangente en F

ot paralkle aux abfciffes, ou bien au diamewre AB.

|
La fuppofition de ddy == codonne b (2rx—xx)'=0,
Celti-dire, x=20 & x==2r. Dans les trois cas, Ja
vilear x==0 indique que la tangente au poinrt A
¢i parallele aux ordonnées. La valeur x==2r montre
i3 le premier & le fecond cas que la tangente au
poine F eft aufli parallele aux ordonnies 3 mais elle
donne une contradiction pour le troifieme cas, puife
que P'équation éant alors dy== d‘vt’:—‘] , hi
fon fubftice, au lien de x fa valeur 2r, on aura
==0; or, onne peut pasavoir tout i-la-fois dj==0
& ddy==on; ainh dans le troificme cas, cetre va-
ne mine 3 tien,

Exemwrrx IV,

114. Sorr la conchoide de Nicomede , dont
bous avoms déja parlé, n® 96, & dont Véquation eft
yy= TEY Tt L SR L E TR ) By L ey 3

P wr . ’
(ttx)y[aa—=x . .

e VE . L En diffiérentiant on

iy TRENOE  ifiérentiant de nou-
xxy [@a—zxx)"

Veau, en prenant dx pour conftante, on trouve
“J== (3a' beegaxt ——gaafxx)de
. .
XV (g@g=—xx)? ;
Commengons par le €as ol a==b, I'équation alors
devient ‘dJ___(_l:l'—adx’ —gadxx)dct

x) (ade=xx)t
La fuppofition de 4¢y=0, rcn:l 208 gt XV -
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3a'xx=0, eltd-dire, ¥i- 3 a5 —22'=0; &1
réfolvant cette équation,, on trotve y== [3aa}—s,
ros—l/[3aa]—a, x==—a; or, 3 la premire

valeur ¥==]/[j4a]—a==GE (Fig. 56 ), corref-

pond Fordonnée ye V(;-u;‘s,/(. ;?:;.‘j: =
EM qui rencontre 1a courbe ay point d'inflexion
M; la feconde valeur ne fert 3 rien; & la troifitme
indique Je rebroulfement qui fe fait au point P.
Paffons zux deux autres cas; 1 fuppolition d¢
dy==0 donne 238b=x'—3bxx==0, ou bies
F43brx—2aab=0, Pour avoir les racines de
cete équation , je fuppofe *xm=by, liew 3 Ja pa
rabole ordivaire ; & faifant les fubfliturions, i) ea
nait Véquation i+ 3br—28a=0, qui eft us
liew 3 Phyperbole. ’
Entre les alymptotes AQ, AD (Fig.75) ., (&
fant AC=2a13 perpendiculaire CN =g, AD-gb'
& prenant T'origine des x en D ) foir décrire I'hy-
perbole G NF, dont Iz puifance =12 4.4 clle paffers
par le point N. Elevant enfuite DM perpendicu-
lairement fur DA, que dy point D comme fom~
met, avec DM pour axe & b pour paramétre, on
décrive la parabole de Péquation xx=<py,
Maintenane puilque AD = 36 & AC==2a, i
¢l plus grand que 4. CD fers plus grande que
§3 prenons dans I parabole Fabfiiffe {==a=CN,
ordonnée x fera == |/ ab; mais g €tant plus petit
e b, |/ ab fera suff; plus petite que b, & par confé-
Juene plas petite que CD 5 done Ja parabole coupe
Phyperbole enere N & D, par exemple en I
ela polé, fi I'on prend ¥e=eea, on sura dans

b parsbole ;. | & dang Phyperbole =
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182 . aa
—epeyb . po‘mm”—-c-r;b :
dore la Hpanbok coupe Ihyperbole en un point I
ul que HI ou—x ¢ft plus petite que a; & par con-
féquent cette abfciffe rapportée 3 la conchoide de
h Figure 58, aura une ordonnée réelle qui déter-
misera 'inflexion de la branche inféricure KN en
Eldqu: point N. L'ordonnée G M menée du point

. qui eft une autre interfeftion de la parabole &
ée Ihyperbole , fera nécelTairement plus grande que
8; par conféquent, en Ja rapportant a la conchoide
comme sbiciffe , il n'y aura point d'ordonnée réelle ;
tnfi cerre valeur eft inutile. Enfin la troifitme va-
lezr TF donnera Pablcille & laquelle correfpond For-
Connée de fa branche fupérieure, qui reacontre la
tourbe 2 poine d'inflexion M.

Dars e cas ol b eft moindre que «; alors CD

by {

(Fig. 76 ) eft plus pente que b; prenant dans la pe- Figré

ribole Vabfiffe 7==a==C N, Pordonnée x ou)/ ab
fera plus grande que b, & par conféquent plus grande
e CD ; done fa parabole pafiera entre N & C; & fi
e ne coupe pes lsyperbole, Jes deax valeurs né=
E¥tives de x dans équation *4-3bxx~—2aab==0,
leront imaginaires; fi elie Ja coupe, ces valeurs fe-
roet toujours plus grandes que a3 aiafi en les rap-
ot 3 1a conchoide ( Fig. 57) les ordonnées en
eront imaginzires ; ces valeurs font donc inutiles,
Miis 13 parabole coupera immanquablement Ihy-
Perbole ﬁ c6té des x pofitives, par exemple, au
poist F; ginfi TF qui fera plus petite que @ fera
2 valeur de x, & laquelle correfpond Vordonaée
de la conchoide , qui rencontre la anche AM au
Point d'idflexion Al :
Y& dic que fi 1a parabole coupolf I'hyperbole
@te N & C; les deux valeurs négatives de ¥ fe-
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roient plus gragdes que ; ¢n effer, fi Pon prend
dans la parabole X¥==—a, on aura ;=-;—'» &

’ 382 e . 43 :N;
dans 'hyperbole {.....;b—_—; ; mais -—&-<——',*_‘

donc tant que négative n'eft pas plus grande que
.l parsbole ne coupera pas Phyperbolc ; elle 2
pourra donc la couper qu'en quelque point ol ¥ fert
Plus grande que 2. Mais (i I'on prend x pofitive =4}

alors Ja parsbole donne {a%z-. & Ihyperbole

R 7 | ds taa
— 2 ———
T ar > S he

. ole
a5 3 donc la parab
coupera Phyperbole en quelque poine F, tel que TF
fera moindre que a

]

, Lafuppofition de ddy==w donne x¥(aa—xx) =0,
Celldedire »=—0 & T==4 a3 ce qui fignilie g
Fafympeote & Ia tangente en A fone paraliéles aus
Ordonnées dans les wois cas, aufli-bien que la ool
gehte en K dans le fecond & le roifieme cas; &
que dans le premier CS,il yaenP un poiﬂ""
renconrre de dewx branches (& cela fe prouve aufl
Par les rebrouffements ), marce que la valeur de
¥=—a rélulte des deux uppofitions de ddy=0,

& de ddy=cn; nous avons déja trouvé ce point

de renconere ci~deflus, n° 96,

115, Farsons les mémes recherches, en confi-
dérane Ja conchoide comme une courbe polaire dont
towres les ordonnées partent dy point P,

Soit done PAM ==y (Fig. 56, 59 &eog8); de
phs, Avant emené PF infiniment voifine de P,
& Cécrit du centre P [es Petits arcs MU, D H, foient
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MB=dx, AG=a, GP=b, PD=7;, HO==dz.
L'éguation de la courbe fera ymm g 4 a3 Celtd-
dire y==7-4a pour la courbe &péneurc i Valymp-
e GR, & y==7~a pour la cowbe inféneure.
Dif¥rentiant, on aura dans les deux cas dy==dy.
Or les deux angles GDP, DOH ne dilférant en-
wenx que de Fangle infiniment petit DPH, & les
agkes ea G & en H étane droits 5 les triangles PGD,
DHO font femblables, & donnent PG:GD::DH:
HO, eft-3-dire 5:]/[;1—56]::3—;-': tdy==
VIR o deemdy; done selli dyss

n ; mais dym=dy; i dy
Iy (p—bb)
iy "
conlls (2 5yry=—biy=—53) +317) . dxdy
ey VR — 0] ’
qu devient, en mettant d7 au licu de dy, & en
Gblliane 3 dg fo valeur, ddys=....c.....
L0 bhyg gt Bhgpd

bbyt
=g dae
byoigdza)?
Veleur ¢ 4 g,
Nous avons vil que la formule pous les courbes
polaires éroir dx*~=dy'—yddy €gal d zero ou i
fini ; mettons donc dans cetee formule les valears
Jode dy & de ddy, nous aurons .. e evn
Saabbde s abbraay? Méx®
bb.(y )

La premidre de ces fuppofitions doane abb4-
Jbb{ Fa ?' =0,
Soit en premiec liew a==b, & fuppofons que Yoo

& différentiant en prenant dx pous

y OO0 enfin dd]=

, en mettant pour y fa

=0, Ol ==,
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veuilie confidérer la partie fupéricure de la courbe;

on aura g’ ’:" - ‘: == 0, équation di
Pon tire s mm g, = vyl s P=2eee

3
_ - :
s i’"] ; Mais ye==geda, & on a par confe

- Jatvie  ze—y[3ae]
quent ].—o.’z n g -

Or la woifitme valeur eft inutile , puifgu'clle dore
fordonnée y<Z2a, ce qui rend la courbe imag
naire, La feconde donne Pordonnée y qui renconire
la C(::;lble' en un po":\'t d'inflexion M. La premiére
Tegarde la partie inféricure , & déermine Je poit
P de rebrouflement, En effer, relarivement 3 ¥

. . . jaay
courbe inférieure , Péquation eft 3*— e +

*‘:,“=°: qui donne §==a, = . :’:V“‘—'i“-;
<
mais dans a*_w » J=1—a; on aura donc y="0
—a

y=— —:V““l; les deux derniéres valeurs
ne ferven: 3 rien, parce qu'elles donnent Jes y <
Bacives, & que la courbe oft toute du cété des )
pofitives,

A Tégard des deux autres cas (Fig, 57 & §8)

on 2 !""‘L?L:F:!-‘—mo. Pour avoir les 1
>

cines de ceute équation, je fuppole 77 ==-L;- qul
et un licu 3 1y parabole ordinaire; & faifant Ies
ﬁll?ﬂitutions y Jai I fecond lieu p7— 351-“—‘-'&:"
qui eft 3 hyperbole , (le figne ~4- qui préeéde ab
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eft pour la branche fupérieure , & le figne — pour
h branche inférieure ). Entre les afymptozes ;;ou-
pendiculaires PQ, MN , foient décrites les hyperboles
oppolées (Fig. 77) dans les angles PAN, MAQ
borlque le fecond membre ab de V'équation eft po-
ficif, & dans les angles PAM, NAQ lorfga’il eft
négaiif; & fuppofant b>>a, foient AB=5, BC=a:
les hyperboles pafferont pac les points C; que Fon
premne A M== 3 b; & qu'en comptant les p du point
M fur Pafymprote MN, on décrive la parabole

EMD de Péquation g g==—t-, dont M foit e fom:

met, MN Vlaxe, & -’;— le paramétre. Puifqu’en pre-

mint p== Mb==2b, l'ordonnée de la panbole ¢ft
§==b qui eft plus grande que s ou be, la parabole
fera hors des points C, & coupera les hyper-
DC, CT aux points D, T, I, defquels me-

nant Yes droites D H, TV, 10 parallitkes 3 Pafymp-
tote QP , ces droites feront Jes trois racines § de
léoaas; 3887 ebb .
pation 3h— o — == 0, relativement 3
k partie fupéricure de la conchoide. Mais y=t~a;
dooc DH-4~a fera l'ordonnée y qui rencontre la
coutbe au point dinflexion vers M (Fig. 58 ). Les
deux autres racines ¥'T, OI fone inutiles, parce
Gu'étant négatives, fi 3 — VT on ajoute a, leur
Gfiérence qui eft y, fera négative; & fi 2 Of on
sjoute a, Ja difiérence fera politive, mais moindre
que a, Or, dans le cas préfent, lorfque y eft néga-
five ou moindre que a, il n'y a pis de courbe. A
ézard de 1a partie inféricure de la conchoide, 'elt-
#dire , dans I'équation §’== 3bh -t= i == 0,

“:‘v 1.
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les trois racines feront OG, VK, HE ; mais fi &
la premidre & de I woifitme, on foufteaie a, h
dilg‘::ncc. ceft-d-dire y, fera négative, & il 0¥
aura pas de cowrbe; ainii ces deux racines fonr inv-
tiles. Mzis i do la feconde 2K on fouftrait a, b
diflience LK fera Pordonnde y qui rencontrs Je
point d'inflexion que Ja courbea vers .

Si l'on fuppole b<"a, by parabole pafiera pac s
pownts ¢, €, des hyperboles G:i(, ICT; par con-
fiquent, fi Pon sjoute a aux deux valeurs ndgatives

= . A :

de ; de I'dquation 3%t o IO =0, o8
b | 3

dara y <a, & il nexifle pas de courbe oomff :

dante i CEs ¥ mais en sjoutant a I la troifiime

racine qui elt politive, on aura Pordonnde b AL o

rencontre Finflexion que la courbe a vers Af. Quant 4

12 partie inféricure dont Péquation eft 9 S
3
ald

=—=0, fi Ton fouftrait 2, rant des ceux raciaes

poficives qui fone moindres que b, quc de la racie

négative , on aura rouiours ¥ nézative & plus grande

que PK; or, il o'y o Pas de courbe pour certe ef*

pece de y; aiofi lorfque b<Ca, la branche infé-

froure de Is conchoide n'a ni inflexion ni rebroul
ment,

La fuppofition de I formule ==:0 donne dars
les rrois cas ;=Tq, & par confiquent y = O
Pars la Figute 58, la valeur y==0 ne fere 3 rien,
Fotquil 'y a pas de courbe en V: dans les Fi-
Bures '{'6 & 57. elle défigne 13 tangente o point Py
Ju ef en méme-rempz un poine de rebroflement
dans la Figure 56, grais non dans 12 Figure 57

F.xemeLE
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Exemrerere V.

116. Surrosons un cercle AED décric du
cenire B (Fig, 78 ), & une courbe AFK tclle que
menant un raion quelcongue BFE, le quané de
FE foit toujours égal au rectangle de Varc corref-
pondant AF par une droite donnée b ; on demande
e gougt diaflexion de cette courbe ?

sions I'arc AE==37, BA ou BE==a, BF=y;
meaons Be inliniment voilme de 8, & du cenrre
B dcrivons avec le raion BF le petic arc F G, qui
kra dx, On auna, par Ta nature de fa courbe, b=
C—2ay=peyy; & en différentiane, bdj==~—2ad)~=

2ydy, ou dj= —'”d’:*” & . De plus, les foc-
ewrs femblables BE¢, BFG donnent BE:BF::Fe:
FG, Ceftadire, a:y:: 1yey~—Lady tdx =

b
29589z ayd .
-d-”-‘.r’."iL; & difiérentiant de nouveou, en

fuppofant dar conftant, 4ydy' =2 ”-J:iy.-—— 2 mf)-'--
3‘7‘3]=0 yd'0dVon tire 3y = — :x:"" .

Si Pon fubfitue dans la formule génénale dx'—4-
JJ"J-‘id] les valcurs de dx° & de yddy doonées ea
dy.onagre 22° U 50 G2t aeapdyt basiin

o
sy ez .
‘%:-;ﬁl;. ou en réduifine au méme dénomi-

Dateyr , 4 et gy Acful 200y Y e 41t py - Jenb iy —2a " A4
aaltd.{y—a)
€%l 3 2er0 ou 3 infini. Si I'on conflruifoit par von-
Féquarion, il y auroic une Ces sucines qui
d‘mmo'

it Jba valeur de I'ordonnéc J ql" rsucomMee
b courbs au poine dinflexions =

l*‘- T3
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CHAPITRE V.

Des Développées & des Rayons
ofculareurs,

Fig. 79 1 17.8 t 'on imagine que la courbe BD F( Fig.79)
foie recouverte ou enveloppée d'un il ABDF, fixé
par une de fes extrémitss en F, & donet la partie
A B rombe fur la tangente AR de la courbe au point
B; & que Pon faffe mouvoir Fextrémité 4 du 6,
en le dévcloppant de deffus la courbe , mais de ma-
micre qu'il foix toujours tendu, & toujours tangent
4 Iy courbe: Je point A pac ce mouvement décrira
Ja courbe AHK,

La courbe BDF Sappelle la dévelappée de 13 courbe
AHK; la courbe AHK et la développante de BD F;
& les paries AB, HD, KF du gl Sappellent les

raions de la développée, & plus commanément Jes
ralons oftulateurs,

118. PutsQus la longueur du 61 off toujours
la méme, il eft chir que la difiévence des rzions
ofculateurs AB, HD fera égale 3 la partic BD de
la courbe; que Yautre parcie D F eft égale 3 1a diffe-
terce des raions HD, K F; que 1y courbe entidre
BDF eft égale i la différence des raions 48, KF;
& que fi le raion AB éoit nul, c'eft-3-dire , fi le
powe 4 tomboit en B, le raion HD feroie égal A
a partie BD de la courbe, & le raion FK 3 Ia
courbe coticre BD F. On voit sull que les ratong



Crarrrsre V. 1y

HD, KF font les tangentes de la développée aux
pot: D & F,

119. Surrosons que l'arc HK de la courbe
AHK foic infisiment petit, Varc correfpondant D F
de ls développée, fera sulli infinimene petie, Ex puif-
Que mous avons démontré (n°. 11) qu'un arc in-
heimeat petie d’une courbe quelconque a les mémes
Foprictes qulun arc de cercle ; & (n®. 24) que i
Fon prolonge le raion HD, de manitre qu'il ren-
Coatre ¢n § le raton KF, les lignes SH, SK , ne

que d'une quantité infinitéimale do rroifieme
3 ces lignes peuvent éere prifes pour ézales, &

"t perpendiculaices 3 la courbe AH K aux points
H & K. Mais les lignes 1D, D § éuant des quantités
fiies, qui me differcnt que d'une quantité infinité-
“ede, peavent aulli étre prifes pour égales; ainfi
Pour diteeminer un point quelconque l§ de s dé&-
vl » ou pour déterminer la longueur d'un raion
ofoviatesr HD, it fuffira que la perpendiculaice HS
de la courbe connue 4 HK éane donnée de pofli-
ton (ce que la méthode des tangentes enfeigne ),
7 désermine le poine S dans lequel elle Yentrecoups
Wee b perpendiculaire infiniment voifine K S. Ce
P e fait de la manitre fuivante.

, 129 Sotr en premicr lieu la courbe DABE
tFig. g0) rapportéc aux axes, & dont 47, BE
“.’"t des ares infinicclimaux, BQ, EQ deux perpens

ifes voifines qui fe rencontrent au point cher-
ché Q, Que Pon fuppofe 3 Vordinaire DH-» x,
""*)’iquc Pon tire les devx cordes PABC, FER
don |5 premiire rencontre le prolongement e ME
05 & que du contre B aves fes ooz BE, EP oa
deerive les petit: arcs ES, PO 00 2ina Als=ix, FB=
%.Peémeur 4B de la courbe = ds= |/ [ iy}

)

ecdre

Fig-ves
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Mats (0% 28) les lelteurs QBE, BES font femv
blubles; on aura done QB:BE:BEES, et

dire Q Be= -f&%. Maintenant, puifque le petic arc PO

0° 17) fe confond avec fon finus, les eriangles RPO,
EG fcront femblables, & donneron: BE: EG::R¥F:
PO, ceft-i-dice disdy::RP:PO = -
Mais les feCteurs BPO, BES font aufli femblables,

& donnent BP:PO:: BE:ES, ou bim%-’-e

RP & cadi i PO RP.dy*
% ..dl-BS—*‘T‘:‘——. Dong enfin Q8=

d
]{Tg—_-, formule générale des rajons ofculsteuss.

dans laquelle il ne refte plus qu'3 fubfliruer la va-
leur de RP qui convient, fuivant la fluxion premiize
quon a regwdée comme conftante; or, RP cft 12

diffévence de DP ou do -’—:Ji-x.
Si aucune des Musions nelt prife pour conftaite,
o Siia Rpa_gi)‘dlx—;t’u'd)
dys

1
m't QB - (l"*lj. :. .
. dydd:-—dxd.f)
St on a fiir dx conflante, on aurs RPw=—
Jdxddy

'—3;—.& par conléquent Q B— (d":'?;}'—.
. - e x
Si Celt dy qui et conflante, on aurs RP==
yidx :
‘)"o & P" mwnt QB:*———“(": .‘t:"' ")"'b
s 3 yddn

» & par con-
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Enfin, fi Celt ds, cefld-dire Y [dx"4+dy"] qui
et conftante, slors on a dxddx-kdardlj"—-'-"oo

é dée.(dxdiy*)
x“::.&RP=J x.(6x ] :
éy éxn

q
per conféquent QB =z = —/[dx - dy'], ou
bin en metrant la valeur de ddx, QU =

dry/ ] ¥
— (f: “';" 1. Donc fi de Pexpreflionde QB =
: .

“l Iy
"7(‘ “:‘::: T ol aucunce des fluxions n'a &é
: ur conftante, on veur paffer & la fuppofi-
tin de dx conftance, on n"aura qu's cfiacer le terme
0 eft ddx; pour paffer 3 celle de dy conflance,
o effacera Je terme ou eflt ddy; & pour palfer &
tele de ds conflante , il n'y aura qu's metre au
b de — ddy fa valeur “:“ .

7

121. Io fe faire que 12 courbe foir ranporeée
iun dimu':nc’eﬂ a-dire aqie (o3 cosrdonnées Qal-
fear entr'eltes un angle cblique, -Sosent I'ubicifle
DV ey | VK=dz, Fordonnée V'A==y, & tout
e refle comme ei-deffue. Puilque anzle DKB eft

«©0u, on connoitra aufli Pengle BN F, & e rap-
Pert que les ctés du erizngle 3NF ont eotr'cux ;
O, NB=dy; ainfi NF & F3, & par conféquent
4B ou ds, feront connue, Ma's le trangle RI'O
ferablable au trisngle A3 &, puifque les angles
© 0 & F font drows, & que langle CRZ ne
X de Fangle FAB que de I'angle infinitéfimal
BP. Donc RP & PO feront connus , & par cone
nt ES & QB le ferone wulli,

122, St de Vextrémité du raion ofcolatcur BQ
H i)

—ddy=
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on tire QT parailtle i F'axe D A, Qui rencontre ¢
T I'ordognéeP.BI prolongée, la droite BT s'appele
la fous-ofeulatrice ou le co-raion, Le raion BQ et
donné , Je co-raion l'efl aufli, parce que la méchode
des tangentes donne Ia normale Bm de la qmbe'
& que par conféqueat la fimilirude des triarg s
BrI, BQT fera connoitre BT, G
Mais i Fon veut fexprefion du co-raion ind-
gcndammcnr de celle cu raion ; que Pon eppee
I'=z. Les triangles BTQ & BGC oy BAF fon
femblables, puifque les angles en 7 & G font droit,
& que les deux angles 7B G, QBC éant auffi droiv
fi Ton en fouftrsiy QBG, il reflera les angles égact
I8Q, CBG: on aura done dr:dys;q:BQ=
d dx? .
o =R e (o0 2g) BB
Paifque ces ligoes ne diférent que d’une Guantié
ifiniment pecwe dy troifiéme or?’.cc; ainfi la i
rence de BQ fera nulle ; diliérentiane donc, fass
regarder aucune fluxion comme cenflante , oo aurd
i"‘-’“"'*‘)')+!¢"i£r+zdxd)a]—zﬂx(lx'+dr‘) e
dxvy/ [der :-'?J' ]
Mais dy==dy, puilque les dificrences de TB & d
TB font les mémes ; done goe S-(der+dy') _

Gdiz—ixidy
B’T. formule dy €O-raion, ol aucune des fluxioos
neft conflante, Si dx groir conftante, le terme 4 ydax

fecoi bl & 1a formute deviendroip 24X+

) ~—ddy
BT. Sidy et conflante , le terme ~dxddy kn
il & la formule deviendry 2X:/d*+dy+) =BL.

Ecfin, 6 Péiément dg 1, courbe :a“:mﬁm- o%
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8 dlors —ddy = e ; par conféquent la for-

mule dans cette fuppofition eft d:d? =BT, f

Ton fubflitue 1a valeur de ddy ; ou bien -~

BT i Pon fubftitue la valeur de ddx. g

Réai ment , i Je co-rzion ¢t donné, la fi-
militude des triangles BmJ, BQT fera connoitee le
raion Q B.

!‘3;.8! les coordonnées font un angle oblique,
il fasdra , dans P'amalogie dx:ds::y: BQ. mettre au
liew de dx & de ds, les valeurs relpeives qui con-
viennent dans ce cas aux lignes AF, 4 B, faire tout
le refle comme ci-deffus, & on wouvera la formule
du co-raion BT,

124. On parvient 3 la méme formule du rajon
ofculatear par d'sutres voies, Du centre Q avec Qm
post raion , (oit décrit Parc m n, En regardant cet arc
iwefinitéfimal m n comme la tangenre au point 7, on
aura les triangles BCG, mng femblabies, qui don-
veront BC:BG::mg:mn, c’él&-dn' V [dardy')s

mg.de e @1
| e e I mq ¢t la
dtﬂf_repce de Dm, celt-a-dire de s fou-normale
I'm joince 3 Pablciffe DI ou méme 3 D H; or Dme==
¥ .*.'a.‘:.’.; diffézentiant donc en ne regardant au-
cune des fAluxions comme conflante, on aura mg==
Lﬂ-»;dm,-:ua,-—,a,ux ke e

‘l
A ydxddywdadyr—ydydix s et & caufl dee
ixy [dx* 4-d)y* ] Hi
v

‘h:ng:mnz
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fectcurs femblables Qmn | QBE, ona BE—mnn!

EE:Bm U'V(d:;-"b’]) :QB; ainfi en fuble-

|

detedit )
tuant les valeurs analytiques, QB = ‘: Fp—prr ..
formule qui e 12 méme que cclle qu'on o dejt
trouvée, & qui, moditice d'spres la fuppofition que
Vune Jes Ruxions fue conflante » donnera Fexpreibon

du rafon QB qui correlpond 3 certe fuppolition.

125, Autre méthode. Que Pon prolonge E M jul-
Gu'en 7, X DG jafquen L. Puilijue les triangles EGL,

d )
LIm fon: {emblables, on avra GL»—%-.&P”

‘ L] s
corféquent BL = "L‘:’;"’““; mais on a vu ¢

? JV(J > pp— .'.'
™ g dy 0 fy+-dxds ri_.x Iy

, & lestrias-

dz
gles femblabive OBL, Qmq donnent Ll —=mg:
BL::Bm:BQ; donc en fubfiuant les valeurs sne-

LA
lytiques, on aurs BQ= (4¥ ' +4y0 1t

7}7??—745??; )

126, Vixaxs maintenant aux courbes polaires
Soit Ia courbe BEG (Fig. $1) dont 4 eft I foyer.
BE,EG en fon Ceux 21cs voifins inhniment
Petics; & AL, AE, 4G wrois ordonnées voilinet
On déerira du cenere 4 les perits arcs B, £ F; on
abaiilera les culai

. perpendiculaires A1, AD fue fes cordes
GE,EB Peolongées ; b derniine Ce ¢e. cordes rencons
*rera I’ofd(?nnée AG en 2elnte poing L & du centre
E on décrira [o petie arc G &2, Suprofons AB=y,
('-E-a"' B.C"""""! AD==p; 1 dy censre A on
C&r ks petit arc DH, ¢n s Hledp; mais HM
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et un infiniment petit du fecond ordre (% 16),
Donc on pourra regarder HI & IM comme ¢gales,
& par cunféquent 211 fora ==dp. La fimilitude des

wisngles EBC, EAD domne ED=22- = E,

qi n'en differe que d'une quantité infiniment petice,
L'arc GP (e coniondant avec {a tangente, les trian-
gls ET4l, EGK feront lemblables; d'ou on tirera

CR= f;:;‘ . Si 'on mine EQ, QG perpendi-
culaires & la courbe aux points E & G, les fefteurs
QEG, EGR feront femblables; ainfi on aura Q E==

d
-‘%’L. Enfin les triangles femblables EBC, EAD

p ydx - yéx " '
g e B T S B i

tant fans prendre de conftante, dp==......¢
L}H:q—dn’)).(Jr'-o-l_;')-—(dx“x-o-l;“))gdv

(éx* +dJ'):'
Ceftindice, dia dr*lrfaa{v'ldtdxdji-ybbﬁi

| PO
fibfirsant donc cetre valeur de dp dans lexprel-
fion de QE, on trouvera QE=11c0cancanse

)
=x 7 (e +dy? )t Yeft-13 Ja i
- Of'=

mule du rajon ofculateur pour les courbes rappor-
tes 3 un fuyer, en ne prenant aucune des premisres
ions pour conflante.
.5' on veur regarder d ¥ comme conftante, on
n'aura qu3 chercher la valeur de dp d'apres ceue
hypothifc, & la fubfticuer dans Pexpreffion de QB3
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ou bien encore il fuffira d'effacer dans la formee
quon vient de trouver, le terme ydyddx, & @ °

2y i
dxt4-dxdys — ydvddy *

Si on veut que dy foit conftante, on cffacen
dans la formule’ générale le terme —-ydxddy, &

|
il reflera QEum o 2 (€% -dir ) =
dl'-b-dzd)‘-l-.yd)dlx / s
Enfn, fi Pon prend pour conflante ds, Ceft-3-dire
dd
V["“"-Fd]’]. on aura alors de::z—-%;-"-5

€N mettant cerre valeur au liey de ddx dans la formule

Bénérale , on trouvers QE= "“& vl 'd:;)i :
- x‘—J

©u bien en y fubflimant 15 Valeur de ddy, QE=

;_d;.v(l.-'-t-d;']

lx‘)-t-)dd.r S

. '?7-Sldlmmmouformubonfu J
infinie, tous les cermes od y ne fe trouvm-
S evanouiront, & Jes formules deviendront Jes mémes
que celles que nous AVOus trouvées pour les courbes
FIPPOIIEEs aUX aXes ; & Cefl ppdes qui doit
‘ﬁ:}"“ ’ %ﬂlfglc‘é fi &7 eft infinie , fe point A ¢ft -
Oigne, r ¢o nées
[0“"““ Para!ulélc. Par conféquent Jes ordon

aura Q£=
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triangle AK M eft femblable au tnmﬁc QNM, &
que celui-ci et femblable au tiangle QER, on
wra QF:ER:: AK: K M==de. Mais 3 caufe des
triangles femblables ELC ou EGC & EAK, on

8 AK.-.—.-";;-’--, d'ailleurs on peut prendre ER pour
EG; ainfi QE:J!::—'!;'—:-:dl. & par conféquent

Q£=-J-:‘L'. mais £K=r=!-;-f-; donc fi I'on

T
acheve comme ci-deffus , Ceft-2-dire, fi Pon prend
e valeur de d¢ en différentiant, & qu'on la fubfti-

tee dans I'exprellion de Q E, on trouvera les mémes
ormules,

129, St 'on méne QP perpendiculaire fur EA
Jongée en P, les triangles EAK, EQP feront
emblables , & donncront EA:EK:: EQ:EP; mais

onava que QE == ":" ; donc LELES -’-:%:BP::
tdy

< & fi 'on met au lieu de ¢t fa valcur-z:g-.

&Wliﬂ)dﬂ“h différepnelle. . .« o v v e v nnn
Axidy g ydyrdixadxdp)—ydxdyddy

; s OU au-
(dxtpdyr)s
cune fluxion n'a é&é prife pour conltante, on

dxds®

trouvera EP = Z
dxdi* 4 ydydde—ydxidy =

. ydxd 4 ydxdy* _
d“x) +iéxdyidydydds—ydxddy ' foconale du:co-
:!l:on ou sucune des fuxions n'elt conftante, &
 laquelle on tirera fans ginc les formules qui con-
Viennent & la fuppofition de 'une des premicres diffé-
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rences regardée comme conflance, Si enfisice dans
ces nouvelles formules on fuppofe y infinic, ceft i-
dire fi on y efface les termes ou y ne fe trouse
pas. on aura les mémes formules qu'on a déje trou
vées pour les courbes rapportées aux axes.

130. Pursque quelle que foit fa courbe, oo
ne trouve qulune feule expreflion du rajon ofuh-
teur & du co-raion, tant pour les coutbes rapportées
aux axes, que pour celles qui font rapportées & un
foyer, il Yenfuit que toure courbe ne pourra avair
quune feule développée.

131. A1nst, une courbe dont on veur ke a0
ofculateur ou l¢ co-raion, érant donnée aa mayen
d'une équation quelconque ; il faudra dificrenticr ceire
équation, afin d'en tirer les valeurs de dy, dy*, &
ddy en dx, ou les valeurs do dx, dxv, dix,
en dy , & fubflituer ces valeurs dans les formules
que nous avons trouvées; & I'on aura en rermes hiots
& dégagés de difiérences, Fexpreflion du raion of-
culazeur ou du co-rajon,

132. St la valeur du rsion ofculatenr ou du co-
rzion ¢ft pofitive, en Jes prendra du c6té de axe
DM (Fig. 80), ou du cbt€ dy foyer 4 (Fig. 81),
comme on T'a vu julqu'ici, & la courbe alors ferd
concave Vers cet axe ou vers ce foyer ; mais fi elles
font négarives , il faudra les prendre du céeé oppos
& dans ce cas la courbe fera convexe, 1 fuir de-li
quaux points d'inflexion ou de rebeagffoment, fi
la courbe en 2, le coersion de pofitif deviendra né-

atif, & que deux rajons ofcularenrs qui conver-
geoment, divergeront au-deld de cos points ; ce qul
ne peut ainiver, i moins qu'ils ne foient aupargvant
poralléles, asquel cas ke raion de Ja développée de-
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vient infini, ou 3 moins que Jes deux rafons voifing
re tombent Pun fur lautre & le confendent, &
gzinfi le raion de la développée foit nul. En cffer,
i ot évident que i les rajons de la développée, en
Sapprochant du point B d'inflexion ou de rebrouf-
femene (Fig. 83 & 84), vone toujours croiffant, les
piries AD, FE étant 1 développée de la courbe
ABF, il faudra nécelrirement qu'ils devieanco:
paraleles , pour pafler de la convergence i la diver-
gence. Mais i la développée de la courbe AB K
(Fig. 85 &86) eR DBE, 1 hil fe développant de
B vers A pour 1a partic B A de 1a courbe, & de B
vers F pour Ja partie BF, puifqu’alors le raion eft
d'astang plus ‘yent qu'il s’approcle plus du point B;
i faudrs qu'il devienne nul ou zero pour paffer de
Pétar pofinif & 'éea négatif,

Exenmere L

133. Ox demande le raion ofculaceur un
P?;m quelconque B de la parabole ordinr'::rAB
(k3. 89), dont Péquation eft ax==yy. Différen-
Bt deux fois en premant dx pour conflanze, on

trouvers JJ--:.-:‘-!L. & ddy = — ol

- 'J
Uteane donc ces valeurs dans 1a formule

Onirouver. - A2'ady  4xyax
Dy A az e +/ ax.
point B foit tirde la tans :
©0tre Paxe en T, & du angente BT qui ren-

\ point T foit menée TE
ranllch & la normale B M; elle rcnconrrcr; le pro-

onzement de P au point h "ang
gil é.tms droit, on go RP:cPh?:c ::ngz.l’(l::r Z:'{‘ﬁ:
e, dapris la propriété de la parabole, V;.r:axu

du co-raion,

Fa.t)
- By

fig tg
& 16
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gxx - 4xVax
—_

— 3 donc BP+PE
Vax 2

axvVaex

——+)/ax. Ladroite BE étant &

terminée, que I'on mene EQ paraliilc 3 Faxe AP,
&b ngmale BQ prelangée rencontrera FQ en w
Pomnt Q qui appartient i la développée. .
Ou bien encore, 3 caufe des teiangles fembsbles
BPM, BEQ, on a BP:PM::BE:E?'; mais per
nature de Ja parabole, PM=='a; ain Vas:jas
‘g{~2~+V¢x:EQ=2x+-:—=PK5 donc
MK =2+, Si I'on prend donc MK double de AP,
ou bien PK==TM, & i Pon mene KQ pﬂﬂ‘d‘
iPB, elle rencontrera la normale B 3 prO""‘g;
€0 un point Q qui appartiendra 3 la dével .
puifqe BP:BM::BE:BO, que BM=
{ r
VVu:+a¢] P V"‘ V(u:-o-u] 8

2x:PE=

ou BE ==

'
-‘i:ig"i-ch:BQz b Lty qui of

= 24
le raion ofculatenr,

Si I'on prend 1 formule (i +dyry du raion
—d.ﬂ.’d)

Ofealateur , & quon y fafle les fubfbitutions , on wrou-

Vera tout de méme QB == 477+ aa¥

Taa

i
(42x 94
o8

Si Fon pafloit aux fecondes différences de I'équer
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tioa yy==ax, fans faire aucune des fluxions conf-
tante, puifque adx==2ydy, on auroit ddys=

2T feudeoit prendre alors la formule

4

1
- (cu) (dxta-dpr)
s sakoa dyddx—dxddy

dcecas; en y fubllituant la valeur de ddy, on
sy-(dxt~-dyt )t

qui convient

troaveroit Q B== 1y0yddx —adzddx 42 dxdys *
)
% enfin QB = (ni:':'.“)‘ , en y mertant les

vacurs de y & de dy.

. On trouveroit la méme chofe dans les fuppofi-
tions de dy, ou de ds conftantes ; pour abréger,
K Men mettrai point ict les calculs.

Si T'on veut avoir le raion ofculateur pour un
point déterminé de Ja courbe, il {uffira de fubflituer
dans Pexpreffion finie qu'on 2 déja wouvée de ce
raion, la valeur de x qui conviear 3 ce point. Si
Fon demande, par exemple, le raion ofculateur du
Point A, ou, ce qui revient au meme, fi Pon de-
mande le point N auquel Faxe AN de la parsbole
toache Iz développée NQ; puifqu'su fommer A on a
¥=0, on effacera le terme gax de l'expreflion

(ulq-u).?
e ——
& LY 1

T3 <& qui doit étre en effer, car en ce cas Je raion
ANeft la méme chofe que la fou-noemale qui, comme

;ﬂ fait, et twujours la moitié du paramitre dans

du raion ofculateur, & on aura 4 N==
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134- It ne fera pas difficile maintenane de trow:
ver Téquation algébrique de Iq développée NYQ,
ou la relation de les coordonndes A K ., KQ.

Falfors NK==u, KQ=1. Puifque KQ = PE=

rvax axyviax . ;
s ‘: .onmmr:-e—-;—-; Mmas AKk=

AP4-PKRowjxrgts, & AN=a; donc NK=

Jr=u, & y=< -::- Meteant par conféquent cctte

valeur de x dans I'équation ¢ s 15125 , 00 308
V) |
== ," » & @evane tour au quar,

a7ate==164", équation & Iy foconde parabole ¢
bique qui surofe pour paramicre -—;‘i W& quiehls
développée de 1y parabole ordingire,

I eff iy que la feconde parabole cubique en-
ticre fero Ja développée de toute 1a perabole, ¢f-
dire, que Ia branche NQ (Fig. 88) fiva ad*
veloppée de Iy ranle fu;'ﬁ?curg AB, & 1a branche
Ny le fera de 1a Patie inféricvre Ab; & que "’
deux branches Ng. NO € regardent par leur cots
convexe, & ont un rebrouflement en A

135. Ox femarquera que fi les courbes pro-
pofées fonr algs iques, leurs développécs lo ferom
2ufli, & qu'on poures TOUJOLES AVOir ¢n termes Hal

“FUINON qui exprimera le rapport de leurs coot-
- de plus, ces dév:lop:fc( feromr e
hﬁabl_es. Celtd-dire, qu'on POLrTa tonjours allignet
une ligne droire égale 3 ung quelcongue de Jeurs
Partes, par exemple & NQ Gar fi la courbe pro-

Pv?d
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polée eft algébrique, on aura toujours les rajong
ofculateurs BQ, AN exprimés ¢n rermes finis, &
de BQ fouflrayent AN, le refte fera lare NQ.

Exexrrs IL

136. SorT la courbe MBM (Fig. 89) I'hypers

le entre fes afymptotes, de I'équation aa==xy

premicre difiérentiation donne xdy4ydx==0;
& la feconde, en faifant dx conflante, ddy =
:dx()

Ty i mettant les valeurs de dy & de ddy dans

ll ro ] ‘!""“J'
—ddy

du co-raion, on aura BE =
2xtyy

Pyl quantité négative. Si donc AP érant

=X, & PB=y, on prend fur 4B prolongée ,
BN:;BAaM, & qu'on éleve s

3
Perpendicalsire NE qui rencontrera en £ Pordone
b BP prolongée, BE fera le co-raion cherché;

€3¢ puilque les wiangles BP A, BNE font fembla
bles, on a BP:BA::BN:BE, Celt - 3 - dire,

J:V{xx-’.”];;-w'—.w!-!.:aaz.-—f:ﬂ.'z.. 2
: :

%4 bien, parce qu'on prendra cette ligne (‘l chté

06guif, BE = ""3’ . Si I'on mene enfuite EQ

Panlltle 3 AP, & qu'on prolonge jufqu’en Q Ia

Perpendiculaive FB :: Y:im B de la courbe, le

pome Q reiendra 3 déw:loppéc y & BQ fera
le raion culateur,

S l'on fait maintenant x=—AH—a, & par cod-
- .~ + -
fequent J2=HD=a, ke co—mon-::-fl- deviens

-

I

Figs 0
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drn == —a, & le rion ==—]/[244]; et k
co-raton & le raion ofculateur du fommet D de Ihy-

c.

Pour peu qu'on réfléchiffe 3 1a figure de la courbe
MB M, on verra que la développée a deux brao-
ches avec un rebrouffement au point L, ol le rzion
ofculatcur DL eft le moindre de tous ; par confé:

que fi l'on difiérentie 12 formule 25t 2" ) 4y
~—dxddy

raion ofculateur, la différence fera éqale 3 zero ou
3 Tinfini ; Ceft a-dire que 45 &ant fuppofée cont-
TAME , ON BUMeotoeuonnonnnnnnnsnonssss

wo3dxdyddyr \/ [dxd 4odyr 1+ dxdddy (dxt 4dys )§ T

dx‘ddyr
on ==, qui fe rédvit i dx'dddy4-dy'dddy—
3dyddy'=0, ou =co, Mais lqéquat{on de b
—aadx 2aadx?

mb‘ donnc JJ=—_;;—. ‘d’g -

’

—faadxt

; faifant donc les fubflirutions,

on trouvera x==g== 4H. ce qui indi que le
rebrouflement et dans le raion gr'cularemu fom-
met D de I courbe ; mais on a vii qu’en ce point
le raion eft :==—-l/[2¢¢]; on auradone D L=~
V&z'ca] = DA,

Pon fubftituoit dans la formule des rsions of-
culateurs la valeur dy & de ddy, on suroic BQ=

: )
(224737 (xxeyy)

e _.d;—5 & en différentiant,

afin d'avoir le plus petit raion ou le rebroulfement
qui et en L, on wouveroie (35dx=-3ydy)

dddye=

re
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V[-"-i- y]==0, ou en mettant pour dy fa va-
Jeur, (33'8'4:—3?1:)1/[::.:-{-”]—.,.-0, ceft-

,:-= =g cerre valeur mife dans Vex-

Vmon du raion ofculateor, le rendroit ==—
&u] DL, comme on V'a déja trouvé,
peut encore conltruire le raion BQ de cette
manidre, Puifque ddy=—— “d’ ; en fubflituane
wlico de x & de dx Iqmvalcundoonéeun].ona

ddy= ';’. » & par conféquent le co-raion BE =

3 & 3 caule des rriangles femblables

BPF, BEQ, on 8 EQe=— 23 _ 2%
Fon mtne s 1dx ady 2
on mmnmm tangente au t B;
du point T qu'on abaiffe TS perpenductﬂmbr
00 parallele i BQ; & que I'on prenne BE==BS
Ou PKe= 3 FT: fil'on tire EQ paralitle 3 A1 ou KQ
g"'l*ﬁdncuhzre ces lignes rencontreront la normale
3 poine Q de la développée. En effet, on 2

dxt 3
BS= &..5:12_ & par conféquent BE =

Jixr gy dyr
‘?J;’—)'-; on a de plus FP4PT=Fl=w
Jl

.’ S JJS donc EQ=_- l.’ .’lrj

adx ady

S'll agit dc Péquation y™ ==, qui lorfque m
& I(l?, exprime toutes les paraboles & l'mﬁm :
l0"‘_1?‘01' conféquent celle du premier exemple , & qui

que m eft négatif, exprime i l'infini toutes les hy-
Perboles entre Jes afymprores , & par conféquent aully

Iy
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celle de l’e:xem‘,sla préfent 5 on aura en différentia
my"='‘dy==dx, & en différentianc encore, dam
la fuppoficion de dx conftante, (mm——m ) y™="dy'+
my"—'ddy==0, & en divifant tout par my"~",

—ddy==(m— 1), 5i Pon prend donc lafo

dx®udy? : .
mule-:&-’—- du co-raion , & qu'on y fubftirue

la valeur de ddy, on aura BE == 295" +2420

(me=y)dy?

& par conféquent EQ ou PKa== _..!..d_’.'__-q-
dy (m—r)dy
J

(m=—1)dx "

Du point T(Fi;. 87&89) ol I tangente BT
rencontre I'axe AP, on tirera pareillement 13 p**
ralléle 3 la normale BQ de I courbe » Qui rencoatrerd
en § l'ordonnée PR prolongéc ; en?t:ite on pren-

BS

négatil, comme dans les hyperboles (Fig. 89) ¢=
font convexes vers Paxe %, Ceft-3- dire, vers
Pafymptote; on prendra encore BE négatif, i
eft un nombre pofitif moindre que T'unité, comme
(!am les Pﬂnbokl qui tournent leur convexicé vert
Paxe A P; mais on le prendra du coté pofitif, fi m el
un nombre politif plus grand que Punité, cas auge?
les. paraboles (Fig. 87) fone concaves vers leur 3¢

Pour déterminer |¢ point dans lequel I'axe dc 18
parabole touche Iz développée , on prendra Ja for-

mule des raions ofculateurs Nx.:’:: 2 3 ; on ¥
fubllituera les valeurs de dx= l!fi"], & de
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(M )dy?

—ddy= , & onagura BQ==.....

o 02 D , ot il faut entendre que l'unité

A (meeg)yn=—2

Iée les homogenes. Alors fi on fuppole m>1,
:’ -i-diref‘l: paraboles concaves vers l’axeIl gal’.
orfque m lus petit que 2, y"* qui elt dans
le dénomimrwpdev‘i:ndu un I'c{’;wr du numéra-
teur; & en failant y==0, comme I'exige le cas done
il fagit, on sura BQ==0, eft-d-dire que I'axe tou-
chera la développée an fommer A de la parabole;
comme cela arrive, par exemple i la feconde para-
bole cubique axx==y" ( Fig. x). Mais Jorfque m
fera ples grand que 2, y"—* du dénominateur fera
une puilfance pofitive, & par conféquent en faifane
7==0, on aura BQ infinie, Celt-3-dire que Paxe de
la parabole eft une afymptote de la développée;
comme cela arrive dans la premicre cubique 4B

Fig.res

(Fig. go) dont I'axe AP cft I'afymprote de la d& Fig oson

veloppée LQ. .

L: développée C LQ de la demi-parabole cubicue
AB M®dont I'équarion cft aax==y", a un poinr de
rebrouffement L, & par conféquent deux ches
LQ, LC; le dével t de la branche LQ
engendre la partic B A, celui de la branche LC
eagendre la partie infinic B M.

Pour dérerminer le rebrouflement L, je prends la
valeur du n’io? ofculateur, qui dans cette courbe

4 g

it —(2‘-‘-'—;—)—- , & qui doit étre un minimum ; difté-
mlhﬂtdm.?‘ioooocoo.o-oono

IXtRasy vdj (,’04.")7_.31‘),(9) 1 odeid ¥ ){'
N 6a’yy

=0, qui fe ré-
Liij
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4 at 7.
i 47 —staw0; 800 v yom | [ 2]
& mereant cette valeur an lieu de Y dans I'équation
"0 - e ’-

Qaxe=y 5 x=V[—’m;.] Je pread

donc AP~ V[—;i—:.’_. » & menant 'ordonade

PB, le rebrouffement I fera dans la normleg:
Point B de la courbe ; & pour avoir la valeur

4 .
BL, i n'y aura qu'd mq:reV -E;.], au by
de y dans Pexpreffion du raion ofculaceur.

utre maniére, On difidrentiera Péquation aex=y"
OU y==gaixi; on aura dy =ialx 7dx,¢w]="'
. a7x~'74.r', dddy =22 g o~ Tdx; & (ublli-
tuant ces valeurs dans la formule dx*dddy —4-dy*dddy—

3dyddy*=0, on aura encore 4P V[‘;‘,:,‘,',']'

Exsxpyrs IIL

1(17. SOIT Ia courbe 4BD (Fig, &) une
eiliple ou une h bole, dont Paxe foie AH==a,
le paramétre A&b. les coordonnées AP=r,

PB=], & ]'@'m"__: V[ abx 4':3:.\'].

2
. - - b o - 5 ‘x
Ls différentiation donpe dyum 2002 e
iy (calx —+ abxx])
& prenant dy Pour cooftante, ddy==. . .... .

—~—g i bbder .
-0 T-.Eafubﬂuumtouvaleursdm’
4 {alxTTabey)

'
davg dyrys
33 formule dy naion ofculateur -(—'_-_—:;x‘%-. ona
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1
BCQ==“ a:h‘.i.‘qcb:t-o-ubb"..';u&lx-t-cux:)?.
1a &b
Mais on trouvera la normale BG=..ccvssrs

'
< -y G-aald bhxx)
(4eaby T qabxx-+aalbiT4abbx 44 bxx) : done

v d
—
le raion BGQ.-_-.-L:?—, qui, comme on fuit, fe

conftruit en prenant des troifieme & quatniéme pro-
portionnelles. Si dans V'expreflion du_raion ofcula-
teur, on fait x==0, on aura BCQe=AMe=

-:-; & en faifane x == AOQ==a, on aura dans

Telipfe , BGQ=DOQ =¥ , Celt--dire,
BGQ ézal 3 la moitié du parametre de Faxe con-
Jugué; il y avra un rebrouffement en Q; la dévelop-
Léz de Ia' partie AD=DH fers MQ, & celle do

partie UH fera RQ. Mais dans T yperbole, 1o
faion fera inhai.

Si dans Vellipfe on fait a= b, le raion ofcula-
tese BGQ fera ==—, quel gue foic le point B;

donc les raions ofculateurs feront tous égaux, & 1a
développée ne fera qu'un point 5 Celt-i-dice, que
Pellipfe, qui dans ce cas devient un cercle, 3 pour
développéc le centre meme du cercle.

 gEyemere IV,

138, Surrosons que la courbe ABQ (Fig. 92)
f@; la logarithmique ordinaire dont léquation ¢
' 4

ﬁ-‘xo 2

Tiv

Fig. o
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La différentiation dx éant conftante , donse

ddy:c-i:i-- l-?;:-. En faifane les fubftin:

' o Ve dyr
tions dans la formyle du co-raion -{i:—"—-.“

7
rithmique, 1a fou-normale PH::J:’— , on an

EQue=wy. !‘-J—. Si I'on prend done PK==TH,

& qu'on éleve I3 pPerpendiculaire K Q, elle rencos-

trera la normale HBO au int cherché i
;mtiemihdéveloQ.'mmcr A

Si I'on int od Ia logarithmique ¢k
le plus courbe c’tﬁ-i-pgiro. ol le rf‘l'on ofculatest
et le moindre, en ﬁ.ifmt les fubftitutions dans &

(dxiagudyiyt S
formule ~— d':]—)— du raion ofculateur, on aun
'

“:‘;? - » dont fa différence ¢galée 3 zer0, donne

' [
-—;ajyd].(aa-p i dy. =
Z ,clc.)I}:."l‘(“*J)). =o0, %

P conféquent PB*——.)'a V[ﬂ. |

Ou bien encore, o

prendra 1a formyle dun®. 136,
d"""“idJ‘hdJ'444}-—3(]44)':0; on y kn
les ubfiturions de l,...‘.’i'.. ddy = Y&
dddyse 2420 ’ %

a1+ & on trouvery de méme PB==

453!
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Exzxrrze V.

139. Sort ABD (Fig. 93 ) la (pirale logarith-
mique , done la propriéeé eft que (i I'on méne & un
de fes points quelconque B la tangente BT, & du pole
A lordonnée A B, T'angle ABT fera tovjours Je
méme. Menant done A M infiniment voiline de 4B,
< upgou de MR & RB fera conftant; ainfi, en

nt AB=y, & Parc BR==dx, I'équation de

b courbe fera adx==bdy; & fi Pon difiérentie en

prenant dx pour conftante, on aura d dy==0. Pre-

nent donc la formule du co-raion (n°. 129). .+
Jix e ydxdy®

€ed g xdys oy dydd s —)dxddy

. H ylxd eydyr
pothele de 4 x conflante, devient = e -
efacant 1e terme —~ ddy, parce que la courbe
donae ddy=0, & fubfituant la valeur de dx ou
celle de 1;. on trouvera le co-raion B4 e=y.

On ménera donc AC perpendiculaire 3 4B, % elle
rencontrera Ja perpendicularre BC au point cherché
Cde ladéveloppée; & puifque la fou-normale AC=

'L:‘o on aura BC= ’V“:*”] »

Ayant mené BT tangente de la courbe su point
B, les tiangles TCB, CB A feront femblables, &
les angles TBA, ACE égaux; mais Vangle TBA
It conftant , l'angle ACB le fera donc aufli; par ol
Von voit que la développée AC fera une fpirale lo-

garithmique toute pareille 3 AB D, mais dans une
‘“‘“ﬁoﬂ rmve‘f&l

» qui dans I'hy-

Exexrrzs VL
140, So1 la courbe ABD (Fig, 93) la fpisale

Flg. %
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hyperbolique, dont la fou~ tangente eft tovjus
conftante.

Opérant de méme que dans I'exemple précédent,

on trouvera fon équation -.'?_".a‘, ou ydr=

donc les valeurs de dy & de ddy données par I'équ-

. J‘:'-&-}‘J‘ dn o
tion, dans la formule I a b —yii;

raion, on aura BA e -’_‘:;T*JA Or la fou-tn-

gente AT==a, la founormale AC=-’-’-‘Z- 3 aik

TC::-‘::—'g.; on aura donc le¢ co-rsion en pre-

gt une quatriéme proportionnelle 3 la fou tangente
TA,3TC, &3 l’or‘:lonnéc 4B, Si Pon meéne donc
Gu point C la ligne CQ paralldle 3 la rangente BT,
& qui coupera en Q l’«&nnée B A4 prolongée , 5Q
fete le coi-'u'ion cherché, r Q foat feer
ar puifque les triangles B 4 » CAQ fone

blables, on 2 CA:AQ‘::TA: AB, ou alternanis,
CA:TA::4Q: 4B, & fifane fucceflivement for
cette derniere proportion Jes changements componends
& inverzendo, on aura TA:TC::BA:B Q.

Exzmery v IL

141. SUPPOSONS que dans Je fe@eur de cercle

ADN (Fig. 9?‘) on méne un rajen quclcqu‘;"

ABP, & qu'on coupe ¢n B, de manitre que N
NP::II;FA_B; le

_ Point B appartiendra 3 une courbe
ABD, qui eft une des (o il’mﬁni.doml'@ﬂ‘
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ton (en faifans NPD=05), NP=1%, le riion

AP=a, AB=y) eft y"== =L, & en difiéren-
tant, my™=*dy =L, Que Fon miae le mion
Ap infiniment voifin de AP, & que Pon fuppole
BRe=dx, A cavfe des feQewrs femblables 4Pp,
ABR, on sura d;a—';f-; (ubftituant donc cette
Vilear de dy dans Péquation différenticlle, elle de-
Vieodra i y*dy = 2% sjors en difiérentiant
de nouveau dans la fuppofition de dx conflante,
O wa mmy"='dy'4-my"ddy=o0, celti
Gre, yddy=—mdy. Enfin fi l'on fubftitue cette
Valeur, & celle de dx dans la formule da co-rion,
00 Uouvers BE el (IRt Suf-gr ot P)
mabby Mg (1 mpm)ar™ +2
Que on méne TAC perpendiculsire 3 AB, & que
Ton tire BT tangente de la courbe en B, & BC

Pormale; on aura A T=— L dt » 4C ==
am s

o+t
‘;TF-:-Q—' &P“cmr‘mt TC==........'

Bmbhyrm g gt 412 < e
j‘;_”):_. ; ainfi la quatriéme propor-
tionnelle de TA~4-(m~+1)AC, de TC& de 4B
fe _ Je(mmbbyrmgeginm 1) 4
ra T T =BE. Si l'on
@dne donc EQ paraliélement 3 TC, elle rencon-

trera la normale BC en que int C qui -
tiendra 3 1a développée, PRI




Fig. 55.
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Exexrrs VIIL

142. SorT ABD (Fig. 95) la moitié de la o
clo'ijc ordinaire , dont Péquation eft 4 y=iz

V :-'_'."._".'.]. AC éant =24, AP=3,
PB=y 3

La diférentiar ‘ion.enmnamd.rpom'omf‘
tante, donne ddy = s —. En metunt

xV[u:-—-x:]

ces valewrs de dy & de ddy dans la formue
(lx'-i-d)')' .

o du raion ofculateur, on trouws

BQ == zl/[*u-—-zax]; mais la normale BG=
V[q.ac-nax)a la corde EC; donc le raiwo

ofculazeur BQ=2BG=1EC,
Si l:on fait x =0 pour avoir le raion ofculatews
au point 4, on aura S°Q=AN=44; & par con
t CN=CA=-3.:.

Si Pon faic ¥==24, on trouvera qu'au point D
e 2

‘m"o‘uOfculuntcﬁwo;pacon vene la dé-

_ en D, & f¢ termine en N
Puifque 1a angence de 1a cycloide au point B ef

crive le demi-cercle D15,
§ Jwon mine 1a corde DI paralile 3 BQ, 02 3
EC. Les angles €D, DCE ferons égaux , & par
conféquent il y aurs aufh €gelité entre les arcs DI,
CE.&'“M"(!‘C“ N’O-DoncltsﬁgnaDI.cQ
fone é?lu & paralitles; & i rop mene la droice
Q. clle fera egate &“zlnlli!ei DG ; mais par ls
Propréte de la cycloide, 15 droite DG ft égale &
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Tare EC, & par conféquent i Parc DI donc Par¢
DI=1Q, & la demi-circonférence D IS==SN;
par ol Pon voit que 1a développée DQN cft une
cycloide toure pareille 4 la cycloide DB A, mas
dans une ficvation renv

143. AyanT donné une connoiffance fuffifante
det raions ofculateurs, & de la maniére de les trou-
ver, il ne fera pas difficile de parvenir 3 la formule
des rebrouflements de la feconde efpece , que j'ai
promife ci-deffus , n°. 130, :

Suppofons que la courbe BAC (Fig. 96) qui a
un point d’inflexion en A, foit développée, & qu'on
commence fon développement & un point queicon-
qee D, différent du point d'inflexion A, Le déve-
lop t de la partie DC engendrera [a courbe
DG, celui de la partie DA la courbe DE, & celui
de 1a partic 4B la courbe EF, de manidre que la
cowrbe entitre B AC aura pour développante la
coutbe totale FEDG , laguelle a deux rebrouffe-
ments, Pun en D de la forme ordinaire , puifque
les deux branches DE, DG fe regardent pac

convexitds , & l'autre en E de la feconde ef-
pece, puifque les denx branches ED, EF tournent
leurs concavités vers le méme cOté, Soieor N M,
Nnm deux raions quelconques infiniment voifins de
la &'Velo‘m& DA; & NH,nH les deux normales
correfpondances, Les deux fe@eurs infinitéimanx
Nm M, HNn font femblables, & donnent HN:
NM::Nn: Mm; mais au point dinflexion 4
(0%, 132) le raion HN eft ou infini ou zero, &
le raion NM qui devient AE refle Gni; donc 3
Pendroir du point d'inflexion A, cleft-i-dire, au
point ¥ de rebroulTement de la feconde efpece, le
tappore de Nn 3 Mm, ou (ce qui eft la méme chofe)

Fig. 26
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le rapport de la difiérentielle dy raion MN i l'éé
ment de la courbe , doit érre oy infiment grand ca
infiniment petit, Mais la formule du raion MN,e
s
Prenant dx pour conftante, oft (4% +42*) dont

»

i - ~—dxdqy
hdlmﬁ’tﬂmne dtoocooo ------- CE R l"
--,..*:d_.«,ml“wb’)-._.una,us-+Jr)*
dxiddys

& Mn=)/[dx'+dy']; donc .._N..:_.«.:.-
dxidddytedyrddy s ’
= ’+";“:‘ : ]“’-. fraltion qu'on égr
lera 3 zero ou 3 Finfini, & qui ¢ft Ia formule pour ks
rebrouffements de Ja feconde efpece, 3
Certe eft la méme que celle qu'on 3 déjo
trouvée, n°. 136 ; mais cideflus clle cx.
& frouver les rebrouflements de Ja premidre efpece
dans Jes développées, & ici 3 rouver ceux de b
efpece dans Jes développantes, & y érast

les coord & dass
e mm de_développamn dans Pun

Fin du Calewl différemiel,
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SECOND TRAITE.

Dv CarcuL INTEGRAL.

LE Calcul intégral eft la méthode de remonter
duse quantieé dificrenticlle & la quantité done elle
¢t la différence ; ainfi les opérations du Calcul in-
gl font le contreire de celles da Calcul difié-
- tentiel ; deft pourquoi on I'a encore appellé mé-
thede inver(e des fluxions oudes différences. Par exem-
ple, la différenticlle de x eft dx ; par conféquent
fintégrale de dx fera x. Ce fera donc un figne cer-
ain qu'une intégrale eft exalte, fi en la différentiant
0 retrouve la quantité qu'on s'éroit (& d'in-
tgrer. Le Calcul in aphﬁeoumhﬂquo

8028 traiterons fuccelivement.

PREMIERE PARTIE.
De Tintégration des formules diffé-

rentielles @ une feule variable.

.ON cherche les intégrales des formules différen~

etles de deux manitres ; dans F'une on les ime
Uzébriguement & en termes finis, ou on les réduit 3
S e des courbes fuppofée connue ; dans
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Pautre on fait ufage des féries, qui véritablement
ne donnent les intégrales que par approximarion.
Je donnerai dans le premier Chapitre Jes regles

menent aux imé;nlcs de 1a premiére efpece. e fe-
cond fera fur Fintégrarion par les féries; je ﬁ":
voir dans le troifiéme P'ufage de ces regles pour

reltification des courbes, la quadrature des cfpaces

qu'elles renfermene

+ &c; enfin aux Chapitres pré-

cédents, fen joindrai un quatriéme qui traitera &7

Caleul exponentiel

e ———————————
CHAPITRE PREMIER.
Regles des Intégrations exprimées par

des formules algébriques finies , o

réduites ayx quadratures ﬁqpoﬁﬁ

connues des

courbes,

x.Puuqux la
complexe élevée &

différentielle dunc quantité it
une puilfance quelconque , eft e

uit de Fexpofant de la variable méme clevée 3
l'; méme puiffance diminuée d'une unité, & melt-
Pliée par fa différence ; il s'enfuie que I'ineégrale &
produit d'une varisble élevée 3 une puiffance quet
conque par la différence de certe variable, eft la v&

lria_ble méme élevée A une puillance dony l'expofant

o plus grand d'une unieé, & divifée
expolanc ainfi augmenes 3Ce qui a
que Pexpofane de 1y variable foie

uf i

par ce méme
toujours fieu, fot
pofitif ou nége-

) Entier gy tompu, Par exemple, Pintégrale de

my™=—1ix%



L ParT. Cuar L 145

pr= iy of '"""*" , Ceft-3-dire »*. L'in-

»m
= e

n
tgrale de st ady,efl . - Cell-d-dire,

P e
._a*l

p A
T . ——
Faen

% Ls quantitds conflantes incomplexes ou
complexes, qui multiplient ou divifent la formule
dFaenticlle ne portent aucune atteinte  cette regle;
ths pafizne dans intégrale telles qulelles écosent
4 Iy formule difiérenticlle ; ainfi lintégrale de

_tardy aaxs *!
Ab—ce (nt=1) . (mb—cc) '

3-St la formule différentielle éroit une fraion,

Gont le dénominareur fit aulfi une puilfance quel-

toague de la variable multipliée encore, fi lon veut,

Pe une conltante quclconq:;e , telle quielt la formule
xvdx

™dx

LR A T an (2a=30).2* ' . ¢ft encore la
Réme qre celle-ci ::_:: y el [eroit fujetce d la
fatms regle,

4 Mars je dois aventir ici, qu'afin que ks in-
grales fuiene complectes , il faue Jeur ajouter ou
o retrancher une quantité conftante arbitraire, que
.20 Cétermine efuize dans les cas particuliers, comme
it Yenfeignerai en fon fies.

@ nfi Pintégrale complette, par exemple, de dx
Td-a (entendant par a une quantité conftante

Welconque ); celle de xxdx eft -i';'-,; o, & ainfi
K
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des autres. La raifon en ff que les quantités con’
tantes n'ayant pas de différenticlles, dr pest a5
bien étre 1a différentictle de ¥y que de x=a, que
x—b, &c; & par conféguent x, tout comme ¥+
toar comme x— b, &c, peuvent éure les ineégrales &
dx. 1 faue en dire aurane d'une formule quelcongs

5+ La méme regle d'intézration fert pour ks fe-
mules diﬂ'érenﬁelleci complexes, c'elt-i-dire, com
pofées de Plulicurs rermes , Pourvu que le dénoms
nateur , fi elles en ont un, foie tour conflant, c¢
que sl contieae Ja varisble, il foit incomplexe,
Celt-d-dire d'un feul rerme » ou réduétible & vn fel
terme. Car alors la formale différenticlle complest
out en zutant de formules incomplexes Quiele
a de termes; & chacune de ces formules particie
.ﬂ fuictto i la rtgk.
) Quil shagiffe, par exemple, ds la formule. -
X 4.‘.:..:;_.4.' i puifqu'elle &quivaut 4
P et R
Vintézrale de ces deux dernidres, c'eft - i-dires
b 4 gax"
(B ) aa e pdy +Tt“_“) :tf:

De méme, pour intégrer 23 4% — ' dx

, o
drx—.cxx
: i dride 2 dx
prendra Pintégrale de-—-—-—._.~_..___-;-°
Q@e=Cixe (@=—¢)x=

Celld-dire de —I0X _ _tlamide L
brx g8 yomy T

bex
S e— — +
l(l::t) -...,(‘_.‘) ifa [YE

(Qoert), » d’:ﬁ
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. ‘ .J "-“-"--d'
Soit encore la formule —— — .
€ é‘lbi;raut i ces deux termes ba"—‘'dx —

‘ —
fax" =1 dx; fon intégrale lera ""—-""":_‘ ey
Qry¥==12

—— - fl

a-,

. E.S11a formule différenticlle complexe qu'on veut
ntégrer oft élevée 2 quelque puillonce dont Vexpolant
foxr my;:int' & entier; on I'élevant réellement 3 la
pullsnce indiquée par 'expofant, chaque terme s'in-
tgrera par la méme regle.

7-TouT cela cependant n'a lieu que lorfque la
forma'e différentielle ne contient aucun terme dans
%qud Pexpofane de la variable foit Punité négative,
adx :
""M-—r, ou ax—'dx; car fuivant la regle,
I . geerie?t ex® ¢
ntégrale feroit oo Of) ; ce qui fem-

ble défigner une quantité infinic, & nwepprend rien,

% Dans ces cas, il faudra recourir & d'autres
®éthodes, 11 v en a deux dont on fait ufage s ha
Premicre confifte & fe fervir de la courbe logarich-
"ijue ou lagiftique; & la feconde des fvites infinics,
on peut aufli faire ufage dans pluficurs sutres
o, & ttm fai promis de parler dans I fecond
Chepirre, :

9 L4 logarithmique eft une courbe done la pro-
Préé oft ‘:fﬁ \’o?;.oa fur fon axe des .bfcp-&e.
& proportion arithmétique , Jes ordonnées correl-
Pondantes fone en proportion géomérrique, Ainfi
Pou b confiruire, on prendra fur laxe dﬁ%l-’ig. 1) Feu
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des parties &xales AR, BC, €D, e on élevn
aux points 4, B, C, D, les perpendicoluires AL,
BF,CG, DH, &=, relles qu'elles foient ea pro
greflion géomérrique ; & les poines E,F,G,H,5
sppartiendront 3 la courbe. On divifera encore ¢
parties égales les parties AB, BC, CD, & § aes
Points de divifion on élevers des perpeadiculires
Gui foient dars la méme progreflion géométrique, &
on aura d'autres poings intermédiaires, Fo continuast
ces divifions 3 Pinfini, on acrs une infinic de posns
qui formeront la courbe,

L'axe érane donc divifé en parties infiniment pe-
tites & égales, fuppofons que CM=dx foir v
de ces parties, que CG =y ¢t unc ordonnte, &
?ne M(g.:‘ﬁ une ordonnée infiniment voifine; N0
€13 == dy. Soit une aurre ordonnée DH =r§-3
tanr d'autres ordonnées ou'on voudra, correlpon-
dantes & dus abftiffes aric métiquemient proporean:
nelles, Ces ordonoé? duront donc entr’elles le ";"'5"
rapport, & par con it C¢ ripport regnera
entre leurs diﬂ‘érmifa:: 3 on m;::odom dy:dygi
y:it,ou l{ljﬂ“ %3 par od l'on voir que Ja 1
{on de dy ¥ cft conftante, Par conléquent, en pre

nant dx pour conftante, on agra dy:y::dxids
celt-3-dire, -f'-:ihdx. qui eft I'équation de 4

courbe,
Il e bien facile de voir que dans cerre courbs

3 fou- tangente cft conflante ; car fybflivasnt 50
lieu ‘d'  dans 1a formule générale des {ou- t2ngenrcs
( ,a ;"') + la valeur que donne Péquation de 1a courbe,
on aura Zix ..,.:ifi"_ —k

- ‘x’)

d
Puilue i progreflion géométrique des ordonnées
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eoillanres peut P'érendre i Minfini, Tes ablifes croil-
ft sl conningetlement, la courbe s'Gendra acfli
7itli, en S'éloignamt toujours de I'axe. Et comme
k meme pvogrellion décroiliante peut aulli fe con-
tnger 3 Tintini, les abfcilfes croiffane toujours can-
@ que les termes de Ja progreflion géomfrigne
“rimont, la courbe s'éeadea aufli vers Vautre
é 3 Pichoi, en f¢ repprochant continuellement
& fon axe, {33 pouvoir jamais T'atreindre ; de ma-
Bre que axe cmymptotc de la courbe.

10 ExTrE plufieurs autres maniéres de décrire
srihmique, Jindiqueral encore celle-ci

ot Ty droite indéfve MH (Fig. 2) divilée en
Pames ézales MN, NB, BK, &¢. Ayant pris NI &
Yolonte , que I'on éleve au point | la parpendiculaire
de s grandeur qu'on voudra; que 'on mene NO,

& que far le point 4 on leve la perpendiculeire
<€ qui encontrera NO prolongée, en quelque pomt
P Gue ¢y poimt B on mine LC, & fur le
Pomt E on éleve la perpendiculaire ED qui ren-
tiea BC en D que du pust K on tiie KD,
& quay point F, on éleve la perpendiculare FP
¥ renconrera E D au point P qu'on coninue
06 & Piofini < Yes points O, G, D, P, &c, ferant
* 1 logar thimique. Pour avoir les points intermés
Cltes aux points O, C, D, P, &¢, on prendra le mi-
beu es partis MN, NB. & on répéiera Tpra-
tion Précédente ; enfin, en prenant comimlc!l.cment
% malicy de ces partics fou-doubles, Ceft &-dire, en
“Polan les parties MN, NB, &c, infiniment
PEItss & épales, an aure une infinité de points qui
aceront la fogmithmique, doat la fou-rangente,
€omme on Je voir par la conltruétion, fera roujours
Caltate, En fuifant donc NI==a. X _fuppofant

u

g
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la partie conftante & infiniment petite de laxe, teit
Gue GHa=d; foient Mordonnée G Ry, & 5w
on aura, 3 cavle des triangics STR. K G A e
blables , JJ:((x::yzc » Celt-i-dive, CTJ}- =4,
équation de I3 courbe, :
duie de cetee conflruction de 1a logarith-
Mique, ce que la prem ére fuppofoit, & qui et 2
Propri€té fondamentale de ceste courbe, favor,
yue les ordonnées qui correlpondent & des abfcifks
en propottion arichmétique fone en proportion géo-
métrique, Car Jos parties €zales de I'axe érant fope
pofées infiniment petites , les petits ares OC, CD,
PD, &c, fon le prolongement des rangentes N0
BC, KD, &c; ainli les triangles O IN, CAN font
femblables, & donnent OL:CA::NI:NA; p-
reilizment Jes wisngles kmblb'es CAB, DEB
connent CA:DE::BA: BE; mais NI BA:
NA=BE; on aura donc Ol:C4::CA:DE. &
tinfi de foice; par oy 'on voit Que les ordonnés
fone en progreflion metrique. Maintenane fi f'os
confidere I'axe divifé, je ne dis plus en partics i

Puifque les ordonnées intermédiaires qui fonr, por
ciemple, entre JO & C4, ne font ni en plus graed,
" ea plus petit nombre que les intermédiaires cnire
CA& DE, ente D & PF, &¢c, les ordonnées
10,C4, DE correlpondantes 4 des ghicifes ¢
prozrelfion arichmétique , feront aufli en 1on
Kfomdtrique. De phus, § I'on pread deux ordonntes
4 voloné, & deux aueres o Von voudra, pourvu gue
s diflance encre fes deyy deraitres foir ggale 3 1s
erance qui of entre les degy remidres , comme
font, par exemple 10, CA, LG, SH; 1a premitre
fera 312 feconde, comme 2 voifieme 3 Iy quatrieme.
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Les moyens qu'on a pour décrirs la lozarithmique
fore machaniques, & on ne pewt pas la décrire géo-
métriquement 3 siofh <Mt une courbe mécharique.
On verra cicaprés que certe impotlibilicé de la dé-
e péométaquement, eft la meme chufe que Vim-
peilalieé de quarrer les cipaces hyperboliques : et
Poir cela que les formules difidrenticlies qu'on in-
rzre par fe moyen de la fogurithmique, font dites
uh dépendre de la quadrature de Phyperbole,

Ainfi, dans 1a Jogarithmique, les parties de Paxe,
O les abfeiffes prifes en partant d’un point fixe,
Correfpondent 3 lears ordannées , précifément comme
& bozarithmes dans les Tables de Trigonoméer'e
Crrefpondent 3 la fuite narurelie des nombres.

11. Cera pofé, foit la logenthmique DC(Fig. 3)

ia fourangente eft égzle i Tunité, ou meme

€34le 3 i conflante a; & foit 'ordonnée 4D égale
1 fou rangente, Celt-d-dire, =1, ou ==z

* press pour lunité. Soir Pabicifie AB=x, &

BC=y; Véquation de 12 courbe oft —‘:?-r: dx;
P conféquent Pintégrale de -‘-%—'- fcra x, la méme
Que celle de dx, Mais x=AB, & AB eft le lo~
Rarriwne de BC ou de y; ainli, i Poo L fert du
s [, qui veut dire fmm;z‘pur déligner les in-

tegrales, & du ﬁguc L pour céligner les logarithmes,
ady

03 Jury -~ - L.y, dans la loganithmique dont
d

Y o tangente ==a, On a de mmej—f-u L.y,

d"}. la losuighm';que dout Ja fou tangente ==1;

J‘Ji = L.y, dans celle dont la fou-tangente ==b;
' Kiv

Fil. L )
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% 6‘-?, =L (b~+y) dans celle dont Ia oz

aosente =a, c’ell i dire, qu'ayant pris Pardonné:
BCe=AH=y, {i on Jui ajoure H b, que ol
méae KG paraliéle 3 Pafymprore, & que F'on abeile
GE parallélement 3 AD’, on aurz GE =y
& par conféquent 4 F Ltbgy..

. J2. ON voit clairement par 12 nature de fa log
rithtique, que toutes ks fois que la quantité dox
on veue le logarithme it infiaie,, Fordonnée de la
logarithmizne qui repréfence corre quantieé fers -
niment grande, & qus Pabiciff, Comprije entre ce'
ordonnée & Je Poine A, fera aufli infinie, ¢'eld 3 dire,
ue le logarithme et infin; : que i cetre quantit
ale 4 b premigre ordonnée AD, 'eli-i-dice,

il fangente, le logarithme off 2er0; que fi cle
¢ft plus petite que AU, comme el wa v e Joga-
rithme eft o 4 Quantité régative; & qu'enfin fi ele
1619, le logsrithme eft infisi néganif, Si la foc-

e diitceniele &oie —-2., fon ineggrate froi
—L. 75 de méme, Vintégrale de |

Ll |

L(8+],‘; celle de — 92 et L. (a—y)i

t—y
Et celle de -‘_i:-; ft — L-(G-])t featens que

t0us ces logarithmes foiene Pris dans 13 logarithmi-
Que done 1a fou-tangcntc == 1. La raifyn :eg cela oft

Gue, de méme que lintégrale dt-d-’-.cﬂ L.y, d

” 4
méme 1 difirence de L.y .n_i_'_; & quen gé-
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téral la difiérence d'une quantitd logarithmique ft
e fraction qui @ four numérateur le produrt Ce

b fu tangeme par la dificrence de la quantité , &
pour dénomirateur ls quantité méme ; dooc la difié-

reace de — L. (at-y) el ‘:‘; ;s difiérence
.—d_'

; la différence de ~—
a—y

¢ L. (a—y) el

Lia—y) et —-fi-—. en fuppofant toujours que
a—y

L fou-tanzente de la logarithmi foit 1; 0 ¢lle

Sl o 1, T fudoi maltptier par o oi-

mgﬁtc les numératcurs des fraltions différen-
e,

13- Mats la logarithmique n'ayant pas d'ordon-
P& négatives, on croiroit quion ne pourra pas
V0uver, par fon moyen, la quantité qui correfpond
;r"‘?'efﬁon L.(e=y), ou le logarithme de a—y,
e g —y era une quantité négative , ¢'cft-3-dire
borlgee y fera plus grand que ¢, On remarquera pour
{‘ % que L.(a—y) eft b méme chole que

(y—a), & que dans cetre fuppolstion y —a
:‘e‘"‘ pofiif, il peut éve exprimé par unc ordonnée

a Jogarithmique, Eo effet. en diflérentiant le

Fremier logarithme, on a .:‘:’_;&endiﬁ':'rmtiam
a—y

k fecond on a —2—, ou en changeant s fignes
—a

d : —&)

B numérateur qu'au dénominateur , :

-
“mme pour le premier.
14 De la propriéié de la logarichmique on &
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duit d'suires propriceds des quanticds logarithmiques
& en premicr liew que le multipte oy le fou-mal-
tiple d'un logarithme , ¢ft J¢ logarithme de la mene
quanrité élevée a la puiffance indiqués par le noa

qui exprime cette mulripliziré ; par exemple,
2L.x=L.xx; 3l Lux'; L= L) *

ILymL s eleml, a: L sL 5.

n

La raifon en oft qu'en prenant dans la logarithmigee,
une ordonnée quelconque OF =y, donm k log»
rithme ¢ 40 (Fig. 3); i on fair 40, 08§, 5, 8%
€x2les; AQ, AS, AV feront arithmériguement .

portionnelles, & les ordonndes 4D, OP, ST.VL
glomérriquement proportionseiles ; ainh fuPP"(’f
AD==1, OPu==y, on sura SI=yy, I I=y"b&
mais A4S, double de A0, eft le logarithme de)yy»
& AV, viplede A0, eft le log.de »*; dong 21ay=
L.yy, 3 y=L.¥, &c. Pareillcment, appafiat
A0=L.y, l'ordonnée MN menée par fon mibet
Miea |y, & par conféquent A M =: A0, o4

ik fera L. 3%, De méme, fi Fon fappofe QR=
& qu'on divife AQ en trois P.nmppé‘a!gg ANM,

MO, 0Q, on aura MNaVy:a)%; mai; AM=
3Leys done ! Ly= L‘J;; & aiofi des auteet.

Je dois remarquer ici que l'ineégrale de ‘:)'Q"
velt pas feulcmcat-—L].comme on I'a i aun®. 124
mais qu'on peut encore Vexprimer par L., —, 00

J
Par L.y=*, Car fi on Prend dans la logarichmique
une ordonnée quelcompc OP:;,, & qf: Voo fafe
Aw=A0} o0 sua pas Ia nacure de la cowrbe, GF:
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AD:AD:wa, et dire, yr1i:n :nA=‘::‘*5

msis Adw eft le logarichme négatif de OP, ceft-a-
Gire, dey, & il eft audli Je log. de v A ;done —L.y==

L--;—:: L.y=*; ce qui fuit voir que le log. néga-

tf d'one quantité quelconque , eft le méme que le
log. pofitif de la fraétion qui a I'unité pour numé-
fiteur, & cetee méme quantité pour dénominateur
ou de cetee quantité méme effcltée de T'expolant né-

ol sinfi—mLoy=L. ——=L.y™".

15. Ex fecond lieu, I fomme de deux, de trois,
o en général de plulicurs logarithmes, cft égale au
brrithme du produit des quantités Jogarithmiques
Gui foae fous le figne L.; & la différence de deux
4 de plufieurs logarichmes, eft égale au logarithme

la fraltion qui a pour sumérateur le produit de
toures les quantiess dont les logarithmes fonc pofinifs,
& pour dénominateur te produit de celles dont les
logarithmes fone négatifs. Car foit O P=y, QR==y,
& par conféquent A0=L.y, AQ= L. on
Prenne QB = 40, AB fera == L.y~ L.1; mais
“'?’ et aufli le loperithme de BC, & par la pro-
Priceé de 1a logarihmique , BC eft quarricme pro-
Potionaelle 3 AD, OP, QR, c'eit-a-dire, que
BC=y7; donc AB==L.y+ L. == L.7y. Soit
Ube sutre ordonnée MN —=p, & foit pris BV =AM;
M s AV =AM AB=L.p-+L.y7; mais
AV et 1e logarithme de V1, & VI==py:; donc
L""‘"»J+L-{=L.p,;. .

Soit encore QR-—7, OP==y; & qu'on prenne
QM= A0, on wra 4M=AQ—A0=L.x—
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L.y; mais AMeft le log. de MY, & par la méme
proprifeé de la logarithmigue, MN-.—_-:—;M
AM=L.g—L y= L.-;—. Soit une auzre ordoa
néc BC=p; & qu'on premoe T 4=238 Y, on wn
I R .4.w=-.-.z,,,+z,..;!.;miu.4

et le log. de xn, & 101 eft = —rg)—{pnifqu'llcﬁ

quazcieme proportionnelle 3 3C, MN, 4Dy}, doa
L;—L.,_L,.—..L.-é..; se.

16, e faue, quand on ineéare par log;rirl'ma,-
comme dans tons les autres Cas, ajouter une CON-
wnte , 'elt i-dire le log. d'ute quantité conllans

traire, que I'on détermine enfuite dans les &8
particuliers,

17. LORsQuE les formules qa'on veur iniégr

f fractions dont le dépominarenr eft complexe,
0y a des cas ol on pacviens faclement 3 laes
grale par le moyen de la lop;i:bmique; cc qui arrive
Wwates les fois que Je numégreur de la fraction et
pretifément la € fZrence de {on déaominseenr, ufes:
uear un mulniple, cu ua u-matipe , ou mens
10 partie propartionnclle de corre différence ; das
6% <as, Vintégrale de la formole «f} le jogithme
du dénocmmmr. ou fon multiple, ou fun {,vg-ml

tple, ou enfin we pare : lo-
garthme, ey de o4
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celle de— 172 eft L. (aa—xx); celle de

§le=xX dat+xx

2L (gad-xx), oul.(204-xx)"; Vintégrale

axdy

de a3, eft: L. (catxy)= L.(u-&-xr)%;

de-vy
xxds

celle de ! Lo’ ') == L)Y [a"+2');

)= x

N
Bt séniraloment celle de il

2
(4 2 )= mL (42" ) = T (2 _-:r):'.

cﬁ:t-l:-l..

De méme, Fineégrale de -.-?i:_-—_—’;: et L. (ex—xx);

& jedx~——xdx e

celle de pi— et LV [ex—xzx), &
Usfi des surres 3 't fuppofé que tous ces logarithmes
:U.em pris dans lu l.g?ichmiqoc done la fou-tan-
e = .

15. Ma1s i Je numérateur de la fralion n'a pas
% forme que nous venons de confidérer , pourva
ependant que le dénominateur fLit tel qu'aucun de
& factours linéaires ne foie imaginaire, c'eft- dire
:;’.'f?‘e toutes les racines de ce dénominateur con-

€ comme un produic, font réelles; il faudra
tlory procéder de Ja manidre fuivante,

m"9- Les racines de cc{dénomimteg feront ou

e ézales, ou ne le feront pas. Et premicre-

Meat fi elles font égales comme dans la formule
é

‘2—-; foir fuppolé x 4-a==1, & par confé

Zap

Yot dre=dy, s=(;Fa/ (rxa)=¢
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& que l'on (ubllicve ces valeurs dans la formeds,

r ey 1
elle deviendra & "';).-;L. Maintenant que fos
€leve réellement ;< a & Ia puiflance m , & chagt
terme fera intégrable ou algébriquement ou par -
garichmes. On rementra enfuite au lieu de ;3 v
leur doonée en x, & on aura Pintégrale de la b
male propolée,

Prenons pour exemple (:_'_!:)‘ . Je fuppole
¥—a==y, & par conféquent dxr=dy, x'=¢'+
3aiit a0+, (r—ma)=7; & faifant I3
fubllicutions , ai U+ 3aprdy+yasydr+s it

?
tl
& intégnm.g-i-g[,.g...-'“ i 8 jo refti
i 7t .
e, au Fieu de 7 fa valeur donnde en x, & jaurdl

xVdx 14
ﬂf——-——"._‘)‘ nx—c+l~(x—-¢)'—'"'x_,

T x—ayr » ntégrale qui différentie , redonaers
la formule qu'on s'éroit propofé dintégrer.

20. SECONDEMENT, fi les racines du dénomind-
teur ne font pas toutes &gales, & qu'elles foient o@
toutes inégales, ou partie égales & pactic inégalesi
90 commencera par préparer la formule, en rendsot
pobitif le terme du dénominareur od la variable
Hevée 3 1a plus haute puiffance (5"l éron négmi!')"
on le délivrera aufli de coéfficients, s'il en a ¢ e
fuite, i 1a varisble éroic levée 3 une plus havte
puillance daos le puméracenr que dans l¢ dénomi-
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nweve, on 4 une puilfance égale, il faudroit réelle-
mert divifer Je numérareur par le dénominateur juf~
91 ce que Vexpofane de la varable foit moindre
¢ le premler que dans le dernier; enfin on treu-
vera algébnquement les racines do dénominaceur,

. -t

Sait, par exemple, 1a formule s “d:‘ senchan-

et los fignes, & divifane par 4, elle devient

_tade seadx .

= . —m, SOt €NCOLE. .o
(o4 (x=ja(x+43a)

- aadx s i

,"h"*‘“*‘;,mdmﬁmpu 2, on aura
taedx taelx

LR P S (xera)(zamd) Sk

"‘“0: s'ééltoit trouvée dans le nnmjrat;ur , & qulelle

“Ut €1¢ Slevée & une plus grande puiffance que dans

l dénominateur, on ':utou fair ’I,: divifio?:..e &le

2otent auroit en des entiers & des quantités frac-

Uonnaires ; les entiers sintégrent por les méthodes

ms avons expliquées julgulics, & les quantités
naires de la maniére qui fuit.

21, . seadx
Uxx fradtion telle que T T

€ale 3 deux fraQions qui auroient toutes fes deux
e mime numérateur que celle ci, & dont la pre-
Mire auroit pour dénominateur Je produit d'une des
ficines, de 1a premiére, par exemple, par la dn;‘é.
Tetce de la quantité conflante de la feconde racine
1L quanrie conftante de la premiére ; & dont la
feconde fradion auroir pour dénominareur le pro-
%uit de ls feconde racime par la différence de la

¢ de la premicre racine 3 la conftante de la
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o ’ 3 jaade
deuxieme ; c'eft-3-dire e ST T
faede laadx & s
TF-O—::)(.‘—-::) = (x4+b8)(ea—b) ' . Y
BVOit trok racines, ou quarre, &¢, on promig!x
fuivant la méme méthode, En effet , en réduilin
ces dernitres fraflions 3 un dénominareur commen,
0n retrouveroit la premitre fraction d'on elios ent
pris Jear origine, e
’ Les ime'gra!uade ces fraltions aiof dwnﬁfﬂ £
épecées, qa'il et rovjours fadile d’avoir en Lpp-
fant la logarithmique , feront ‘dbnc Pintégrale dela

formule propofée. Par conféquent f 1 -

(X a) xvd)

=

i« ie =
Temy (@D~ T L (x4 24)
L x4 b e Vird ‘__'

10— Ed1a  ag..p v [x425)

dans la logarithmique dont I fou-tangente oft &
. . 1eadx ¢ fo divike
Soit la fraltion TRy qui fe
en ces deux-ci —soor _ _iadx
X—eca X432

f tead» -l X—1ia —..

(et ooy~
p— ]

L. ll;’::-hi’:l) » la fou-tangente &ang == .

. . ‘dx .
& - k
Soit la Fa&on Crot—hors ©

. e aldx
€N Ces tros-c1,
e (l-’-a)(—b—.a)(c—-c}
e dr
(Xomd) (@ B) (- b)

3 on trouvers
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elix aidy -
("-T)ﬁi-#-b}(c-o-b) =& (x ot €} ( Qo )} (b ) ?
aVéx aa
03 trouver.
* (2et) (xd) (x4¢) -(o-o-bm-r)
L{ a8 ) .o for-
B e s Li(x=§)
as .
=) O+ e) Le(x~4c¢), dans la logarith-

Zque done la fou-tangente == a.

Soit encore s-!-_"::, , Celt-i-dire,...
—_ =—a'dx . .
e ™ fe partage en ces trois
‘-'t&ions. —aldy ——gtde

(-:-:-"3:'—-103(:—-4) ' (:--c).u.(o-'-l)’
F*o)(‘_‘“_‘_‘) v qui fe réduifenc 3
~adx alx edx

selor) =0 T Pz, ‘coald-

Quent —;%- ==Lyl (x3¥~—~ga)==
L'“‘,T;xi__—&-l-.dm la logarithmique dont la fou~
Rngente a= g,

22. 3° St le dénominateur de la fra&ion » des
ficines mélées, les unes égales, les autres inégales,

Cmme celie-ci, i ; on confi-
(xeeb)s . (xC)
dérery d'sbord la formule comme fi elle écoit

llé‘

t‘;‘f)-(:;‘—)-, & l'ayant féparée ou divli‘féc il'ordi-
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- avde aidx
(xed ) xgec) = (x==b) (cotd)
3 ainfl, en multipliant les dé>

naire, on aura

aldz
(x4ci{~—d~¢)
minateurs par x—b , qui eft Pautre ndt;e de ha for

fee, Y et

mule propofce, on aura encore PR Ty

o'dx G a'dx .
(g-—b)-.(c-o.-b) (X+o). (b)) (= b1) :
mais le premier terme n'a, i fon dépominatest.
que des racines égales, & le fecond que des 1
cines incgales ; donc en traitane I'yn & [l'auwe
comme Ul a été dit, on trouvera que Iingégrale rorle
de aidy T L. P

(x-—,b)'.(x-t-c) 2 (bgec) xo—b
a

F (i) * € Premam le logarithme dns

la lozarithmizue dont la fou- tangente == 4.

Sil ¥ a un plus grand nombre de racines égales
on répétera lopration de la méme maniire, autdnt
qu'il lera nécelfaire.

23, 1L refte & confidérer Te cas ol les fraions
ont de pr}xs la vari:b!c dans le numérareur evée
4 une puiliance quelconque; nous fappofons cepen*
dant que le plus grand expofane de 1 varhb?cpz’i‘
moindre dans le numirateur que dans Je dénomind*
teur ; $1l ne I'étoit pas, on I'y réduiroic en faifant
récliement la divifion,

Dans ces cas, on traite la formyle comme fi le
namérateur D CONtenoit aucune puifance de la v
gable , en 2 partageane de la manidre qu'on a o
feignée en sutant de fractions qu'i| y 2 de racings au
dénominateut 5 enfire fi Fexpolant de g variable
dans le numcrateus et impaic, og changera dass
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s Fredlions partielles les fignes des numérateurs , &
onne les changera pas fi cet expofant eft pair; aprés
¢elt on multipliera chague fradtion par la conflante
¢ Ia racive qui eRt au dénominateur, élevée 3 la
méme puiflznce que Ja variabie du numeératenr, &
‘e du figne qui convient & certe puifance d apris
§7€ que cetre conftante a dans le dénominateur.
Br béxdx
€nons pour cxemple ey ey En con-
%n.cem fraction comme fi le numératenr ne
® pas la varieble, elle fe partage ca ces
K@) (i) i
Polace ¢

(Xe2). 22

¢ la variable dans le numérateur érant 7,
O hangera les fignes des numérateuss, & on les
Paripliera chacun refpeftivement par la conflante
d‘_'"wne qu'ils ont i leurs dénominateurs, c'eft ici a
Pt s premidre fraétion, & —a pour la

On wna done —t2¥8%  __ _ —dbdea
(F4a)(xm=—2) (x+e)(~2a)
5m.c—a) didx bidx
. ?
lx—c).u 2.(x4a) 3 o(x—a)
bixdx
ton N
&F‘mf(x-paj,(;_.) =”"V["+‘]

bL. (s=—a)=b L.}/ [xx—aa), dans la loganith-
M5oe dons fa fou-tangente wmab; ou bien encore
e ioégrale fers bbla)/[rx—aa],dans la lo-
Bxithmique done Ja fou-tangente ==1. )
hl,l Wétoir pas néceflaire de recourir 3 cette voie

™ ':aésrer cetee formule, qui eft la méme que
e dx

T;:;'. puifque le numérateur eft précifément

4 moitig de 1a difiérence da désominateur, par ol
y
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Ton voit, fans aucune autre opération , que foo =
tégrale (n° 17) oft EbL. [xx~—aa] dos3
logarithmique done la fou-tangente = 1.

xidx

Que'on fe propofe d'intégrer -

(x—za) )

Ceft-i-dire, w2 29% . En divifak
2 b zax——gad

numérateur par le dénominateur, on aura xiz-
saxxdnpbdrxdxmmgadbdx

b+ e —tilbls y it

(tx—u—).exi-i)
miers termes font des entiers, & le dernicer ne z
tient pas la variable au numérateur; aindi 08 |
les intégrer. 1l ne refie par conféquent 3
(2e-bb,xxdx 2
que le terme P e En Seant pour
moment la variable du numérateur, ce terme &
(aa+18).dx (2as-b$8)dr
(.vx-—aa){x+6) - (x4-8)( wwaadbi)
(aa-db)dx (ea4-bb).d=
(x+e)(~2al30a) (x—a)(s1abtras)
bd)yzxd=x
on (“'.‘ PN
aura par conféquent e et}
(aa<-35). 80 dx (aa-t-lb).acl;*
(x-d) (~—aa4-5¢) (Za) (w=agbperca)
~ (aaw-b8).aedx xddx
(x—a;(10d412a) } 6 cnfin (2xmmga).(x4)
rde i bdee aabbdx
(8-0-6)(.\'.1—-4;,
(u-c-ﬁ)bbdx (Ri-bb)aadx o
(X+d)(—aewdb) (Xt )(~mrgbope14d)
(febb).2adx

(x=2)(ralasagy 2 lon fépare aulfi en fes po

vient




L Part. Cuavr. L 163
—gabbdx
(x4=d)(xx—ana)

xedx
—bd
M (xx=—ga)(x4¥) == xdx 25
b de a'dx

A(l-t-b)(—u-t-u) + (*--a)(3caw=212b)

asdx ) .
(x~=a) (10bt2aa) & en intégrant.......

f x4dy xx TRD ie
(XXomaa)(x4D) oo 3 gaw——bod

as

L(x-}-b,-{.. sag-——zab L.(x4-9) 3ad422)
L.{x—a), la fou-tangente de la logarithmique
€ant 1,

Dans ces iuuignam, comm: dans «:’:m les
dares qu'on pourra faire, on 0'oubliera ajouter
k confiante ; et pour abréger que )l:‘l'ci ':mifc
%15 fen avertis une fois pour toutes.

4. Lxs formules difiérenticlles ont cuc!quelois
des dénominateurs dont on ne peut pas avoir algé-
Briquement les racines ; la regle que nous venons
e donzer pour les fraions, peut aulli fervir dans ces
€. On regardera le dénominateur comme une équa-
ton dont on auroit A trouver les racines, & par Jo
oven des interfections des courbes, on déterminera
s vileurs de la varisble ; on appellera cos valears
2,8, C, &e, en leur donrant les fignes -4 0y —,
s quelies feront pofitives ou négatives, & on
s fouftraisa chacune g: la varisble; on aura ainlj

Yaines du dénominateur, de maniére que la for-
Rile difiérentielle propofée prendra cette forme
. *d=

<A B) (r—Cy ¢nfin on opérera fus
L iij

tes le erme , on aura la formule

“+
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certe derniere fraétion » Comme on & faic, lorfquels
racizes éroient alizébriques.

25 ON voit sifgment que cette regle n'elt boae
que dans les cas o toutes les racines du déson
nateur font réelles; car les rocines imaginaires &

fnominateur feo retrouveroient Jans les fractioss
partielles dang lefquelles on auroit partagé la foe

mule propofée, & (feroient par conféquent adf
dans leurs in!égtalcs.P‘ g

26. Lors donc que Jes racines du dénominatei
ONt imaginaires , toutes oy €n partie, il four
Cotwir 3 C'autres méthodes,

Examinons d'abord les fractions done le d“"".“i'
Dateur a feulement deyy dimenfions , ¢eft-3 dire.
didx :
xr-sd
L'intézrale de cette formule, & de eouses les sates
blebles, dépend de 1 rectification ou de la g

deux racines imaginaires , pa- cxemple,

; Soit donc le Guart de cercle 4CG (Fig. 4), do%

€ raon AC:= g, 1y tangente CD=x; Al fen
— e __ %a &
.‘ V(CJ*S&] + CBemg— Viea4-xx] '

EBme 22
Vitaex)

Que Pon mene AK infinimens voifine de AD,E0
fera la difiérence de Pare (-1 3 & menaar dy point

3 Croite O M paralleled KR, o EH paraligle s AC.HE
fera Ja différence de CB, & HO h':ldigérm; de EB;




I. Parr. Cuar. L 167
onaura dong EHses

caxds e'dx

) .HO=B L
(aa+xx) (a2ep2x)-
s § mo—
Oiﬂﬁ l’lrc £o= V[_HE*'HO ] N Y
2 dxreatxxdx? cedx X
V ]v:: ; done T'in-

{@a4-xx)} da-xx

aadx

tgrale de la formule e fera l'arc CE, qui
a pour ssion CA==a, & pour tangente CD=x,
Reprenons |2 formule sk

; en multiphant

k deffus & le deffous par u.cllcdcviau-:{-x

Ca~4-x ¥

cercle dont le raion eft 4, & la tangente ¢ft x; donc
Fietcrate de —24%

z davxx
tonnelle 3 aa, 3 bb, & i Parc de cercle done le
fason et 2, & Ja tangente .

. v samdix PO
Sila formule éoie m-, pquuen mul-

tiplant le numérateur & l¢ dénominateur par b, on

. €m abdx )
auronr s 1 1
= K il eft dair que fon inté-

grale eft 1z quatritime proportionnelle de nb, de am,
& de l'arc de cercle qui auro’t pour reion |/ ab,

¥ x pour rangeate. On en dira autant des autres
Hations femblables,

fera 1a quatrieme propor-

27. Ricirnoquensnr donc la différence d'un
¢ quelconque de cercle eft une fradtion qui a pour
Muméiaeus le produic du quarré du raion par la

Liv
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difiérence de la tangente , & pour dénominateur b

fomme du quareé du raion & dy quarré de la -
gente,

Ici comme dans les autres cas, pour avoir les in-
tégrales compleres , il faye 2jouter use conftance g,
dans les intégrales dépendantes de fa recificativo de
la circonférence, fera un arc conftant de la meme
circonférence;; car la dificrence ou fluxion dont peit
.croitre ou décroitre Parc ainf; compolé d'une partie

donc une pareille différence peut avoir pour inte-
grale la fomme de V'arc varizble, & d'un arc conl
tan: quelconque de la méme circonférence, Su )

Gue la tangeate d'un are done le raion eft a, foit x,
& que b fgi: la tangente d'un autre are conftane de
la méme circoniérence. On fair (Géom, 352 ) que
la tangeate de la fomme de cer deux arcs, cft =

Fabe-u s g .
T*éf-i or en multipliant la différence de cette

tangente par le quarré du raion » & divilant le pro-
duit par la fomme du quarté du raion , & du quarré

de la méme tangente, on aura -ﬂﬁ. , qui eft
Sdw»xx

précifément La différcnce de l'arc variable, Donc, &c

R cady .
Sila formulel lnifgrﬁ elt mb;—m'
on fera attention Exe—2bretabd oft le quarn’
de ¥ b, & on uppofera X¥e—bam=z: on fors b
» ; d .”._'.
fubllicmien , —t_ — =
ublliomien &onanum Doncf“' e
&= larc dont le rajon o) @ & la wogewe ;-
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. gedx
m - <
femyem s dwcfaa-t-xx-—- NEE L

Tarc dont Je raion et a, & la tangeate x — b, dans
ks od x> b; mas fi x éoic moindre que b,
Matégrale feroit — Parc du méme raion & de la
Meme tangente : en effer, en différentiant, on re~
" sadx
2 Ia formule propofée PRIT ) Y
- Sait propofée la formule adte ok el . On
KX g QX ol

fera évanouir le fecond terme du dénominateur, en
t ‘=J+3‘;& ron BUIMM e o« # s o v 0 o v

0_'“)-0-;5_74;-0—““; 1wabdy 3brdy .
Vi 2 200 N

tégrale du premicr terme eft la quatriéme pro-
2"'008\@“: de a, de 5b, & de ﬁm de cercle
® le raion ==)/[244], & la tangente ==y;

'
Gellz du fecond eft L.(yy--2aa)*, dans la loga-
Yue qui @ la fou-cangente ==b. Remettant
a lieu de y fa valeur x —2a, liowégrale de
Aia g gbxdx
Frompaxaebda
3" de sk, & de Varc de cercle dont Je raion
V[3“]. & la tangente x - 24, plus

L. ("'+q.c.t+6u)%. dans 1a logarichmique qui
*© pour fou-tangente.

?8- Passoxs maintenant aux formules irration-
Belles, C'eft- dire qui contiennent des quantités ras
Gicales, ou élevées & des puillances dont Fexpofant

" un nombre rompu. Si on peut réduire la va-
tiable qui elt fous le figne radical, & n'avoir qu'une

fera la quatriéme proportionnelle
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dimenfion, & que hors du figne Pexpofant de b
puiffance foit pofitif, Ja formule fera toujours 3
tégrable algébriquement , 3y moyen d'une (ubltis-
tion wés-himple, et i-dire en fuppofant Ja qua
:;;iqui et fous le figne, ézale & une noavelle v

. en exemples,
Pour ineégrer 4?.:’])/“[4: __P'.“}. on fn
X —zaje=q, & par conféquent ¥ =

m.d:a i i failane les fubfiruziosys
©0n aura 277dy, dont I'incézrale eft -:-1:-: & ®
metant au liew de ¢ fa valeur donnée en x, O
Touvera { (ex—aa)’, intégrale de la formale P>

Polée. Si Ia quanticé & intégrer avoic éoé "0 % — 1

Viex—ail

cn ptooédmt.dchmémminii’rc. on uroit rou'e

Soit P’To“ *dxV/[a=—x). On fuppole:?
Via—s ==t & p‘;{[conféqgmt xe==a—1"
“'E"‘H'd{i & rd:V[a-—-x]:-—-*q‘lt*
47'47; lintégrale o — 287 47 . ) pics

' s

= L:'(‘—:)%-*% (8—--'):- en metant pour 1 &

valeur donnde en x. Sila formule étoie ____ﬂf_.. !

‘ V{J-—’j
QN trouveroit pa: la méme voi_c que fon ineégralc ot

42 o
T (a—a ) e (g i,

Si Ton veur ntégrer xxdx]/ ay-x7]; on fop
pofera V[a-l-t]u;. & la ft{wmuh Jdn'iﬂ‘d"
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34y —gap'dy+2aay7dy, dont lintégrale eft
ST __anef 1aay)

? s
t @ vilear donnée en ¥, & on aura Pintégrale

Md\éc:';(¢+x)§—-—?-(¢+x)%+ —"

; on remetira 2u lieu de

(4x );. On auroit trouvé de méme que 7% -
§(4+;)'?.._..‘.'_(¢+;)§+3a(c+8)%-

Poue imégr:r x.d.rV[(l*'*)’]v c'eft-3-
Gt 3dx(a--x); on foppofers 3 Pordi-
tte{adex =, & par conféquent xe=g —e,
"?h!'—'lg; les fubflirutions faites . on aura
;‘;fz—~-'—‘%£‘—; & l'intégration donnera "—"—-

Lt:, R . 4 ' e -
$ “‘“'*dﬂc.:(¢+r)‘——7(¢+xr

On trouveroit de la méme manitre que Pintégrale

. sdx 2 d
(e}t ot eV fackalt Views]'

29,5017 en général la formule ax*dx(a—+-x)* 5
., n éant dgfn:tpofm entiers & ‘)oﬁtift. On

leppofera (amex)® =7, & por coniéquent 4=
gl e :—“;-!:-_ld{. xem(ge—a);la
formule fe changera en celle-ci ( ) "‘;:- {+dr.
Ou Glevera réellement 1= —a A Ja puilfance ¢ &
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chaque terme , comme il eft clair , feca intégrable &
gébriquement ; remettant enfuire au lieu de 7 B

valeur donnée en x, on aura Pintégrale algébrige
de la formule propofée, .

. St Pexpofant m éroit nézatif, ce qui ferot
Pl}ﬂ’ le radical dans le dénominateur , Celtd-det

que ks formule feroit —ro® ; 0n auroit 3

(G x)a
les fubRicutions faires , ( 1 o A

€leveroit récllement 1= —a § Ja puiflance ¢, & o8
les termes feroient encore intéprsbles algébrigue-
Tment, excepté ceux qui comtiendroient la puillance
Ty, E\n ablige de recourir aux logarithmes.

as fi Pexpofane ¢ &oit négatif, ces deax for
mules ne feroient pas intéprables alg€briquements
On pourroit cependant les E‘i::ter des radicaux. &
Jes téduire 3 la quadrature dy cercle ou de I'hypes
bole, comme on le verra en fon lieu,

;I-LOISQOI la varisble qui eft fous le figne
radical oft élevée & une puiffance plus grande qu¢
Funité; pourvy Gue la quantité qui eft hors du figne:
foiz précifément la dificrentielte de celle qui eft fous
le ligne, ou une partie proportionnelle quelcongu?

cette difiérencielle, on pousry encore avoir P
cette fimple fubflitution Jes intégrales des formules;
& ces intézrales feront toujours algebrigues, 3

Ainfi, pour intégrer 2xdx V[H'+M]- je fass

[¥¥4aa)e=3; & 1a GUaNItE propoflée devicnt

27347, done Vintégeale eaL:'-, ou, en remettant
su beude ¢ fa valeur, }(:x-&-u)g. On rouvens
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. - . sxdx
& méme que lintégrale de v T
3V[u'-4-u].
Pour invégrer (2 adx — qxd) )/ [ax—xx4-bb],
Celt i dire 2.(4&:—2:&:)1/[33/-[—3:-&-“]. je
fippole [/[cx—xx-*-&b]a-g, & par conféquent
G~ sy bb==gy, & edy—2xdy=27d7; & les
tiors me donnent 477d 7, dont lintégrale eft

%. & par conféquent ; (axr—xx -H:b)':' , en

Femeetant au liew de 7 fa valeur donnée en x, On
1adx —axdx

trauveroi ¢ =
it de méme que Viax—xx45b)

$-(a5— s b,
Soit propofl¢ d'intégrer (xxdx—laxdx)

VI"-:::]. ceft-d - dire, ””h‘;’"" '
r/‘[:'mcx:]. Je fais V[S’—axx]ug; & par

‘=2 —arx, 3rrxdx—2axdx=

'4;5 ainfi la formule propofée devient q;‘t :

&ﬂinn‘ym.-%'-. Je remets au lieu de 7 fa va-

Year domade en ¥, & j'ai ;ﬁ,-(x’—ax:)':'.Onm

jrxde——raxds

Yerdit de méme q:ef ;V[.t—-lx"] =
’:(8'—4::)5.

Soit encore la formule 2 x dx |V [(rx—4aa)].
0 udx(u.;.“)s. Je fuppofe (sx+aa) =g,
¥ par conféquent x::-l-“’t*- 2xdx==} *‘“
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& les fubflirutions donnent :;‘ld 7 » done Tineégrale

eﬁ. %z*; ainfi Fintégrale cherchée oft xxgessn)
Vi(xxtaa)y } Paccillement Uintégrale de..

sxdx

V[(ﬂ'-bu)-] eft 3 V{x-"-i-cu].
Pour intégrer 1a formule générale pantis

(.r"-&-a")-:_. dans laquelle P & m peuvent e
des nombres entiers oy rompus ; on fuppolers

(4‘+¢’)£={, & par conféquent g':'mx"-H'-
mx""'-i:u—:-gf-"'dg; & faifant les fubflin-
tions, on aura f:—:- {:d{ » dont Pintégrale ef

pu 4 a |
g i .Onmnetmauhcndefﬁ"f‘

leur en x|, & l'imégnle cherchée fera A

LR Sl

(S'+¢').(x‘+d'):. Si n avoir &é négalif'

Celtd-dire i la formule avoir &e¢ ...’:.':if;— ’
(2% ea® v

i (x"ef-g™) * -

Nous &ablirons done pour re le générale que lin
tégrale des formules de ‘:ue dspecf‘ eft la zmmifé
Meme qui eft (ous le figne avec un expofant auzmentt
m’ "nité, diVlr‘e par cer “Por‘nt ainl: .ugmcﬂfé;
ou bien c'eft une quanticé qui eft avec celle que
nous venons d'a « dans le méme rapport gee
GUAntRé dislérenticlle qui et bors du Gigoe, €

On auroit eu pour intégrale
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zmladiﬁémmieue exafte de ce qui eft fous le
e,

32. Prus géaéralement encore, foit la formule

P*”‘"Jx.(.r'-i-a"):. dans laquelle r eft un
mmbre entiee & pofitif , & qui revient i celle-

a, prrm=s gr=—='dyx, (s =a")+, On fup-
s 3 Pordinaire {==(x"4-d")*, & par coo-
‘*{umt .f'-}-a".-.at%, m;"""'d:=-%- 70_147.

¥*=% (gt e gy =", Faifant donc les fubfti-
. . 7] L
Broos , on aura Polgtamdl) ™ srmmy® X

Mais puilque r eft un nombre entier politif, r—1
fira encore entier & pofitif 3 on élevera donc réel-

::"‘! t‘i—e' a la puiflance r—1, & tg: les

Mes ferone in les algébriquement. re-
etira dans l"mné:rsale. au licu de 1 fa valeur donnée
© x, & on aura lintégrale demandée.

Sir éoie négatif, c'eft-i-dire, fion avoit propofé

& formule .’l’:_'.‘.'_.'., dans laquelle x eft pobitif,
(€l S "
N etoit ¢y, apres les fubftitutions, p.{7*=—a")"".
1]

S 24g, qui et pareillement incégrable.

» e,
Si dans rous ces cas, 1a quantité fous le figne aq
S Qlre x%4-q%, éroit ¥"—d", OB b k-
roit de la méme maniére, ation
'ﬁmﬁe i

it également. On trouvera par cette mé-
Bode que
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ﬁx"“'lxl/[c-!-fx‘]:—.—;-;f—(c-i-fl"}!-
ax~~—'dx S B
Vieas] = mp (e[
ﬁx“"d:l/[e-{-[a“] - S
(¢+fr‘)%

gime—tge 0oy f ;.
f:/lc-o-fx"l ey

oottt

. wyfim
Cet-fx)"y
axim=—idy e(16ee—Refaemagbffx'®
Vierfs] 15:mf3

(e +f:"')%. Er ainfi des autres.

33- DaNs le cas ol la variable hors du f'F“‘
trouve dans le dénominateur, la formule ferd
encore intégrable algébriquement par Je moyen &

deux fubftitutions, pourvy cependant que I'expoliot
de 1a variable hors mgnc ait Ja condition ind:

par certe formule — T g o e

POl o :.:-'0' L
effer, qu'on veuille incégrer la méme formule; 08

h‘z%. ‘x=~-—.—‘.£"_. ‘. e __‘;._:.—'

27 7

-~ im - ;‘. x
() ome LEEEITT  apeds avoie 6t
"

leé
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ks fubftizutions, on aura e it al et PN

L
ns ‘IIQQ—.——’l

b L5

)rno%:Ol
(ew .
h‘;"_‘.&x—y""b. formule qui a les

LR
.""—

cesditions dont il a éeé queftion an n®. 32, & qui
’.'“"8’?3 algébriquement au moyen de la fubllicu-
ok quon y a enfeignée. ;

S 7 ; . e'dx
.'e:rmnle e x y(exxx)
Tre——j; comme elle 3 les conditions de-

::é:-&-x]
medies, elle sintégreroit algébriquement, ce qui
dura Tiew dans toutes les formulesm‘hblﬁ.
3¢ Mars que I'on faffe awéion que dans [a
formale générale, u peut étre égal & lunité; or, dans
e, la puiffance de ¥™—- o™ eft rationnelle, Ceft~
::::éxc fon expg:n: eft un nomb;.v m}c(;l Dans
cis , en fuppofant n négatif, ( puifqu’il 'y
LW{ de difficulté Jorfiu'i! et pobiuf), i Fon employe
m":’gﬂbﬁimsion & laméme me't;odc. ontrouvera
sore les ineégrales , qui pourront bien n'étre pas cu-
Hércment :;fb:mmqu:ms qui dépendront tout ou
g:. €n partie de 1a quadratute de Ihyperbole, c'elt-
re des Jogarithmes. ;
s*—=tdx !

O3 wouvers done que f et PO WY =
(B gmy=r

RW—ide ' <
fm‘.:_;btﬂ it X" ) <

i

TerT g
M
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x1n—1ly ol T van L (a"42")
f(x'+¢')' — = - m
an

x==~—'dx — .
f(c'-f.l"')l T am{at ey

x3w=—ide — -
o= ’
(a™ 4-x*)) m(a%=px™) -+ 1m{a™4x")
xine=idy t ra¥
e e v DS — .’ - -
T = L. (a4 x") -}~ (")
o — Et ainf des autres,

am(a® xo)

35« Mars il faudra sy prendre bien autremes::
pour intégrer les formules différentielles qui
tiennent des radicaux, lorfque les quantités hors @
figne n'ont pas les conditions done )'ai parlé i deff
On pourra to rendre ces formules , o
nelles , pourve qu'elles ne contiensent qu'un rads
quareé, & que la variable dans ce radical ne mon®

s I feconde puiffance. Cleft 3 quoi on parne®

ra CP: le choix de fubftirations convenables.

s fubllitutions faites, on ineégrera foit
griquement, foi par Jes quadratures du cercle 3
de hypetbole, comme il a éé expliqué plus bavi
& 1 les nouvelics formules ne fone pas dans fe &
d'étre intégrées par ces voies, on aura recours 3 4’
tres regles que je donnerai bienroe. .

Stle radical de la formale propoiie eft V [axzxs
0a bien |/ 1o x 4 ax), 0a o fuppofera == -?"

T étant une pouvelle variable, & § une conflin?
que.
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Si le radical eft V/[xx-aa]. on le fuppolera

=x-3, ou, fi on l'sime mieux, ==~ —71.

Sile radical eft |/ {aa—xx], ou J/[fp—5x],
o le ﬁsp[;ofm — [/fp-}--!-:—. ou bien =Vﬁ"‘"

tT”’-On tirera, d'apris ccs fuppofitions, les valeurs

G x & de dx dosnes en 7 & en conftentes; on
fbllitvera ces valeurs dans les formules données , &
O aura Fautzes formules données en 7, & délivedes

radicaux ; on intégrera alors, <il eft poflible, &
vemetrant dans les intégrales la valeur de 7 donnée
@ ¥, 0n aura Jes intégrales des formules propofées.

36.51 la quantieé fous le figne avoit trois termes,
f"?"- le quarré de Ja variable, le reftangle de Ja
par une conflante, & un terme tout conf-

L, on fera évanouir le fecond terme de fa méme
Manitre que dans les dquations algébriques; ou
0, §i ' terme conflant eft pofieif, comme dans
¥x4ax-4-aa), foir que Jes autres termes foicne

ifs ou négarifs, pourvu que la quantité ne foit

P& imaginaire, on fuppolera |/ [rx—ax4-aa]==

""*?- + & fi le terme conllant eft négarif, commé
f:V [1‘8-{-0-—“].00 fera |/ [xxd-ax—aa] ==
%

_Tout Partifice confifte donc 3 comparer la quan=
e - adicale 3 une sutre quantité compofée de la va-
rable donnde , d'une autre variable & de conftantes,

manitre qu'il en réflulte une équation de lagquelle
% puille tirer les valeurs de x & de dx ddivrées
¢ radicauy,

Sait propofé d'intfgrerlaquantité x’dx%: ix=—3x)s
)
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Je fuppole V[ax—:x]ai;-'-; jai par conk-

313 . ebd
Quent """”T; celt-d-dire x=;-i—'-:-ﬁ'0

1abbydy : ards
Quddp ' Y= (xy+tbp

L I | aly . (b
V[" rx]= T = n-’:“.Fafmla

futions dans 1a formule propofée , elle fe cherg?
1278922dy “ -3 &

: T T » ol il o'y a pas
dicaux, mais qui cependant ne s'intégre pas pu ¥
méthodes que jai données jufqu’ici,

‘o g asde

Soit la quanité Vit Je ﬁpp:ﬁ
V[cx-}-xx]::—?-; ce q;,i donm::.—i—-—- 1

it
s28bydy < =y
dx = Qr—thys * V[a:-l-xx] = -T‘ =

aly s .
W Par les fubflirutions , 1a qmnméprowﬁ'
devient ~ 2ZT2 | gone Finctgrate e —
& mereant au liey de 7 fa valeur donné&e en x, 8
j‘ cadx oo xa\/[ca-’-xx}

’V[d!'f‘l'x] R x s

Pm im‘m .——-:f.'—.._ . on {W

V[a:-o-zx]

‘3 T — &

en celigeci o

V[""‘*‘"]*“%L; & failane Jes fubflicutions

nécefliires, la formule deviendra — ._.'.'_‘1:_"7-.
' (rg—ad)
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rabrdy

0 — TNy que Pon (ait incégrer par
s regle des fra&ions, Son intégrale eﬁ-;-;.-_-f_-z-;a—*

. L =5 . . :
Tt dans la Jogarithmique done la fou-

thgente == 1. Meteant 2u lieu de 7 fs valeur donnée

dx
on mf\’iu-o-"l =)/ ax+xx]+

: e Vgt xe)—x

—

Tolh T e » toujours dans la logarith-
Bigee dont fa fou-tangente eft 1.

Pour xdx

: intégres Yizsx4ax—ae)

Vl"-l-c.r-—u]:-.-x-{-g; on aura par confé-

Queng x o S1 44 Y 2 aydy w— s qpdy 1 sady
ge—13 (g=23)"

&V[x.r-l-ax—na]:r-i-g:: e bl L S0

,» on fuppofera

a—17
La Gibfliations fuites , on aura —io2)-1 %

(a=sp)r *
og SiT41 1 2ady e 3a
“-—-—-_‘ Gy T sintégre par les regles que

T donnges, §; dans fon intégrale qui eft (::-:-‘-‘-) e
(4--;‘)

\..'._L (a=—27), on remet au lieu
“tﬁva!eutdom&enx on aura enfin..

f\_ﬁx o4 e
Viewar—on)~ o (O-HJ‘-'%V{*""“"'““

c--u-t-nv’[rs-i-a:-—“]

-l:- - - L(a4-25—
3 Miij
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2|/ [xx<max—aa]), dans s Jogarichmique doa
la fou-tangente eft ézele 3 Punité,

37 I y a des formules différentielles radicales ¢
eft inutile de délivrer de leurs radicaux, en Jes wrank
formant a3 moyen des fubftizutions indiquées, I8
0 préparer Pintégration ; toutes celles qui dépes
dent de la redification o de 1y quadrature du cercks
font dans ce cas; car i Pon paryient 3 chaffer lestee
dicaux, elles n'en dépendront pas moins du cerck
Soit’ donc le demi-cercle G D (Fig. 5), doat
wion AD=a, AB=x, & par conféquem'lffi

(éa—xx]; fi Pon mine CH infiniment Yo

. ¢
de BF, on aura BC=dx, EF— S

V[u-—-!‘}_

Ainfi le re@tangle infinitéhimal BCHE fora expi
mé par de[u-xx};&ﬂxV[u-—ﬂ] "
Pelpace ABF M.‘L’arc infiitéhimal FH fers o
: edx Jess
MP:' Vitgmexx) * % porconbéquest
&dx ’ g 1
St =Vorc M. Ex G Yoo sl
le petitarc FHparlamitit&:u?on.——‘-‘g"‘

3
re]

fera Pexpreflion du fefteur inﬁnizéﬁm.dvs'; ;‘ i &
dadx 2

par confiquent f: Viai—za) Primers le foltest

AFM. .

Dans le méme cercle, fu fons DC==r, &
CBu=dx, CH fera ==n]/ 28x—xx, EF=

cadx—rdx

Visax—xx) + On aura done alorsﬂx[/[ux—-ﬂ']
I'ef; L edx
= efpace ucn.fwm__m o Farc HD}
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‘f aes = l¢ fe@eur AHD, Ce feroit
Wilsexmmrx]

nutdement qu'on fe donneroit la peine de transfor-
B ces formules ; car tuppofons pour le premier

“V{u—x:]ac—-?-; & par conféquent

: _‘_;‘t_ _ub-‘d‘(—-m.'nn‘(
P &
[]

= -:u;‘:—‘- Les {ubftitutions donnent
y+ib
4

— ralbdy .
Vie—xx] — 785" formule de la retifica-

% de Tare de circonlérence dont la rangente =17,
ame on I'a vil au 0’ 26.

Perei 2edx aabdy
: o sy [gammxx] oo rpebd
PUe qui renferme la méme redification.
realdpx{ld—31) .
Et dxY[sa—xx]= 3T %3
famade qulon ne faic pas encore traiter jufgu'ici ;
™34 qui dépend encore du méme cercle, comme
o le verra cl-aprés,
Ie fecond cas, fuppofons |/ [2ax—xx]=
3 sabd
7 & par conféquent x == =%
“stzdg x3 saby

y dX TR

Ty Vizas—xxl=—=
lu r . ° .d' .
ubflirutions donneront T

}E“gﬁ‘ , formule de 1a retification de Ja cicons
i

Miv
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Beas: cadx aalbdy
o

sV[acx—xx] - 3+’ : 2t
partient i la méme retification; & dx /[ 2ax—13]
Scabiyydy

: 2.
=-—mqul &pend du méme cerc

38 S les formules différenticlles contienpent deut
quantités radicales , aa Jicu d'une opération, on &
aura deux 3 faire, qui réuflivont rour aufli.bien , pour
vu que fous le radical le fecond terme manque 08
foit éliminé & que la formule foir mulriplide par ¢
puillance impaire e la variable, On fuppo ¢raim¢6;
unc des deox quantités radicales égale 3 une movte
vanable ; ce qui transformera Ja formule en une aure
Qui ne contiendra qQ'un radical |, & qu'on traierd
par con t i la maniére ordinaire, .

Quil Saziffe . par cxemple , de Ia quantt

! XV iaaxx)
vy - - r D =Y &
Vb exx) On L’ﬂl/[u-{-vx] 7o &%

conféquent XX==yy—aa, xdxo=ydy, Les fubli-

. . d X -
‘wtions faites, on gurg S22 —d2) a4

V{y—aagtt)’

. d sayyd
R L AR sl
T V07 —aesil]

tions que Fon a enleigné d'intégrer,

39 PouRr peu que Fon réféchiffe 3 ces opér
aons , il eft fl;:?.‘c ?ﬁc reconnoitre qulon ne posra
tullic 3 délivier généralement de radicaux Ja for-
Dles de cq genre, que lorfgue le radicsl deligncra
une racine quarrée , & w Ja varigble, fous e fignes
Wira pas sudeffus du fecond degeé. Jo dis géndra-
lement , parce qu'il Y 3 quelques cas ol cetre mé*
thade réuflic, cuelle que [0t la puiffance de ls va-
riable fous le figoe, & ment dans tous Ies
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& compris dans les deux formules fuivantes. La
=

pemitre ¢ft "’"’;t:}
des nombres entiers & pofitifs qui peuvent aufh
e 2¢0 ; on en chaffera les radicaux en faifane
(J'+b')':'=g. & per coaléquent y* e=g*—1",

&y = ) st s les fubllitutions donneront

, m, n, t éant

m oyt
i, 8 AP it X
——— » Cclt-3-dire e ; ot

)""“"n(f‘-—-t")‘ **; & puifque ¢ eft un nom-
"¢ entier , £ -4 1 indique aulli use puiffrce ene
;‘:t; ainfi la formule propofée eft dégagée de ra-
mx,
S ¢ &oit négatif, la formule donaeroit le cas -
94 2 éré examiné au n°. 32, & fintégreroit algé-
fuement. Dans les autres cas, l'iméﬁabe dépen-
42 des quadratures du cercle & de Phypesbole ,

on le verra en fon licu, -
La feconde formule eft y*dy . (y* 1" )" 7, qui
"'f’lﬂt~'—:'— fera un nombre entier , pourra tou~

Foues &re ddliveée des fignes radicoux , ou totale-
Ment, ou du moins de ceux qui affectent des quan-
Wés complexes, ce qui eft fuffifant. Que Fon falle

b (yr et yi =, & par confiquent y* e

N 2 s
‘ —— .’z(t%—b.):. d”-;";'-{. lltl

2 1 - -
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L—‘

t d» -t
tions faites, la formule fera 23 - ~xpT%
(te’—-‘/')':"' -3 '; mais -'—:.l-éunwnmm'

bre mier.-l-f}':--—x.indiqt;m aulli une peil

fance entidre; ainfi fa formule n'sura jamais de ra-
dicaux qui embraffent des quantinds complexes. Loss

donc que -%—5- ~— 1 fera un nombre entier poli-

tif, Mineégrale qua Pon trouvera par los regles que
Fai données, dépendra tout aa plus de la quxh'
ture de fiyperbole, Celt-i-dire de 1 logarithmique 3
& lorfque -%-'-- 1 fera un nombre entier 0é-

gatif, Fintégrale dépendra des quadratures du cerdle
& de Ihyperbole, & on la wrouvera en fuivant 665
regles que je donnerai dans la fuite.

40- J& pafle maintenant aux fra@ions qui n'ayst
33 de radicaux , one 3 Jeur dénominarenr la vara:
le €levée 3 woe puiffance quelconque; & je* ﬁiPP"“

que les racines du dénomin foient imaginaires,
ﬁi‘?u’il 'y a de difficulté que dans ce cas, Drs

radlions de ce genre, toutes les fois que le &5
nominateur paurra fe décompoler en factears rédss
dans lefquels 1a variable ne mpafle pas la foconde
dimenfion , 1a formule fe décompolera elle-méme e
aueaatde fradtions quil y aura de ces faGeurs réels; &
C:Oﬂmc de ces fraétions pourra éere intégrée,, €n

admettant Ct;vn&hnt les quadrarures du cercle & de
Ihypetbole, Par exemple, § o propale fa formule
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cadx
(rxaxbb). (xxmcx4cb) on fuppofers
Teguation fuivante, favOir QU+« e v e evenvrsd]
aedx Axdr+4-Bix

~ =
(Frparepil) (xxtcxepid) zx4-axbb

CrdzgDén .
e B, C, D éunt des quantités

conftantes arbitraires dont on déterminera les valeurs
Par des calculs affez faciles.

Si la formule éroit

ebdx
(expax4-05) . (xx =t a2) (x¢) ;

o {uppoferoit e -=

(xx+ax+bb)ixx—taz)(x=tc)

Axdzw-Bdx Cxdx+Dix Hix

(224 224-24) xxd-aa xtc ’
‘:"ﬁ des autres en procédant de la méme MAaniere,
j’ avoit ua plus grand nombre de fatteurs dans
énominateur. On réduira enfuite tous les termes
cés équations au méme dénominateur, & on fera
tout paffer d'un méme cieé du figne d'cgalieé, Alors,
& ézalanc 3 zero les premicrs termes, on aura une
€qaation d'oi V'on tirera la valeus de V'indérerminée A,
Py méme , Ja comparaifon des feconds, des troi-
iimes, des quatriemes termes, &c, donnera les va-
leurs des indérerminéess B, C, D, &c, nrnméa
P2 les conflantes qui fe trouvent dans la formule
Propofée, Ces valeurs fubflicuées dans Pégquation 3
laplace des majulcules 4, B, C, D, &c, donneront
¢e nouvelles fraltions qui toutes enfemble équivalent
i a formule propofée , & qui la reflitueront ¢n effes
on les ajoute sprés les avoir t&duites au méme

;“‘m.

Yeaons 3 un exemple parciculier ; fuis. peopolé

sl
le
de
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L ¢adrx
dlintégrer la frattion (xxr4-1ex—za).(xx421)
o {uppofmquo aade

(XX r8xe—gq)(xx4a2)
Axdx<-Bdx -+ Cxédey-Dix . On réiuica s
EXA 1IX g Xx~aa
les termes de cette &quation 3 un commun dénomi
nateur, on fera paffer aads de Pautre c6eé du figne
d'égalité, & on aura

Ax'dx e erd.r-&-Au:l:-l—Bul:—I-}
==0

Cx'dx+4 Dxxdx-l-:Da.rdx-—Dudx
+2Caxxdeem Caaxdy—g adx

Alors les premiers termes égalés & zero donnent
A4C=0, ou A==—C; les foconds, B4+D+
2Ca==0, c'eft.-3 dire, B==2A4a—D, en metar
~ A au liea de C; les troifidmes, Jaapr2Da—
Caa==0, d'oi I'on tire Ce=A e —'-‘2;&16‘“‘
niers, Baa—-Du-—ac:ao. qui, en mertant U
laendoBﬁnlcurdoonéean&mA.W

D:nAa—}; on a dong C =S98 ; s
,‘

Co—didonc A=——, D ;, =,
4

Ca--"T;cequi donncn T, TR

. sadx o Fdxeejady

(¥xderax ——d8) (Xx-za) Ad{xx42ax—02)
X% emady

“("*.‘a) Mlismdﬂlen&iom,cn ﬁir“

évanouir le fecond terme du dénominategr de fa
Premitze foot jaégrables par leg quadrarures dy cercle
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& de Myperbole. En effer, on trouvera, par les
reghes que l'on a donndes, que I'intégrale eoft
I

LVIss+3ax—aa]+
LV s o= V(a00)] = i

LV[#«:-&-I/(:M)]——}; L./ [xx-4aa]

= une quatrime proportionnelle 3 4 a«, 3 l'unité,
&ilarc de cercle, qui auroit ¢ pour raion & #
Pow rangente,

41. St de plus la fraltion eft muldipliée par une
Paifance q:elmue. mais pofitive , de la va-
rable; ¢'il s'agifToic , par exemple, de la fraétion

5200 gaxdx . ;
(’8*;3:__‘.)("-‘.“) » il ﬁMmlt la {Up-

Ml gty 4 AETAICBIAE

XX Iax—ag
S vty D eode
L Fxtaa
Damitre que ci-deffus les valeurs des indéterminées
4,B, C, &c; ou bien encore, on pourroit opérer
mme fi la puiflance x* n'y éroic pas; on multi-
ieroit enfuite les fractions réfultances par certe puil-
¥+ & on parviendroit également a de nouvelles
6?‘.}‘“'3. qui n'exigeroient pas des quadratures fu-
Perieures 3 celles du cercle & de I'hyperbole , &
%'on intégreroic en fuivant les regles que j'ai

42. St la puiffance de Ja varisble , qui multiplie
L fraction, ¢ négative, c'elt-d-dire, fi elle devient
tive en paffant au dénominateur ; on multiplicra
P cerze puilfance tous les dénominateurs des frac-

sy (raa)

, & on trouveroit de la méme
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tions réfultances, qui auron:, par ce moyen , Iz forme
que 'on va voir,

Soit, par exemple, la fraftion. ... ...ue..

: N ; on la déconr
(xx~-axwbd) (rx=tea)(xt=¢c) '

pofera, & on opérera comme fi x—* n'y étoit pa-i_ﬂf,
& ayam mubtiplié enfuite chaque terme par =~

: —rd * =
SRt (xx-o-ax-o-bb)(xx:u)(x_‘:*:‘)
AzdcsBdy Cxlx4-Dix s
(xxdax4bl) a0 (Xx*taa) »
Hdx

-(S“H') o Par les lettres majofcules 4,8,

D, &c, fentens défligner ici les valeurs déja trow
vées des indérermindes , qui rendent lo fomme &
ces fraftions égale 3 I fradion propofie. .
Il o'eft pas befoin d’sutre artifice, pour la derniee
regles que 1'ai données.
3 la peemidre,, foppofons, pour donner plts
de clarté 3 norre exemple, que 4 <=aa, & R==cih
. ¢ Raxdx 4egbbdx
cette fraction deviendra el
Rcs _ @axdre-pabbde . Mxdx s Nisz

(Xxtaxpubby o0 XX g xope b
P "t b Het 10 g o Byt dxoptic,

,en cone

=
tinuane ainf; Mlqu'3 ce que le dernier rerme foit
conflant, ou ‘que Iy puifgnce de x foic zero. On

Uira enfvite ces fractions N méme démmwrcuf'-
on fera toue patfer du méme ceé dy figne d'égalicé,
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& on trouvera comme ci-deffus les valeurs des in-
Crermindes, On traiters de méme l'autre fradtion

s.lxlx-l-Ddx
(xx - ga).x
frmats propofée.

Done ¢ général Mineégration de la formale. .
— rvdx
(¥¥deaxpbb)(xx = aa)({xtc)&e ' dlpeud
lealement des quadratures du corcle & de I'hyper-

i¢; & on en touvera toujours Vintégrale, quels
e foiene les fakeurs réels du dénominateur, pourva

Sependane que la variable n'y ait pas plus de deux
anenfions,

» & on aura enfin I'intégrale de la

43- Maxs {i le dénominateur de Ja fraftion pro-
PO n'efl pas décompofé en fes falcurs réels do
% dimenfions au plus, ni ne peut Pérre par les
2 ordinaires de 'Algtbre; on pourra cepen-
v avee un pen dortihue, parvenir A cotee dé-
ompolition toutes les fuis que la formule fers con-
Vauble, ou qu'elle fra le produit de plufieurs for-
Mles convertibles. Jappelle formules comveriibles
%el¢s oii e plus grand expofant de la variable, que
¢ déligne par n, et pair & pofitif, qui ont enfuite
& pour dernier terme, & dont les termes intermé-
d"Ffa ézalement €loignés des extrémes, ont le meme
Cosficient, Je méme figoe, & font rendus homogenes
Par la conftante dont be demnier terme ¢ft compolé;
Celles font les trois furmules fuivantes x*=f=a*, x*=4-
b0 cixgtmgaby gt Xomhx It e a¥hx e
Sa s'agilloit de la formule x'—4-bat~a'xa's,
o Pécriroir fous ceree forme (5% —=a*).(x4-5);
OF 3% 4o ot eft une formule convertible, & le fac-
B xfe b érant lindaive pe peut prélenter aucund
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difficulté, 1| faur Pentendre de méme dune inbad

dutres,

Que Yon sit donc 3 décom | e {
m‘}gécms récls, dans lefquels x n'l'i?f;s plat &
deux dimenfions, & n'ait pus d'expofine fractior
naire; & fuppofons en premier licu que m foic
nombre enticr pair & poficii, Dans ce cas, 3" —+¢"

fe réloudra en ces deux faleurs A e, g —-

6%, dont Jes expofants ne fone pas fraltionnaxes,
puifgue m oft un nombre enrier pair. Le premier &
ces falteurs Lo décompolera par fes regles qoe f

i bientde pour le fieur ¥ -j-o™. Pour kit

cond xv— ‘::.. i -:L eft encore un nombre puits
on le décompolera de nouvea en ces deux fe-
teurs x5 -4 ai & o a+, done les expolsns fort
des entiers; mais f; -::- eft un nombre impair, o*

le ré(o::dtu;a par les regles que Fon verra bient

pour le binome == — 2% Jorfoue m eoft Impair.
_En fecond lieu, §i on fe p?:;;ofe de réfoudre ¥
inome *™ —-a", m éant un nombre entier pai &
fitif, cas dans lequel ce binome eft convertible. O°
ppofera N4 a"==0; on Prendra une sutre 0
mule convertible , dans laquelle le plus grand ¢~
pofant de x foit mre— 2, qui de plus ait tous fes ©1
mes s done le demnier foie &=~ , & qui aie , par cxe™
p!e.bpour coéfhicient du fecond terme, ¢ ¢ pour ¥
du woifidme , & pour celui du quatricme, & ; on 6%
kr‘a_ le tout 3 zero; & on surg ainfi une équatk?
g“_ll faudra mulriplier P Xrefyxguaa; le po
o QUi en réfultera fera une autre &quation conver
tidle , dans hqmﬂeloplmgnndupofm de-"‘":
hace
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=m. On comperera les termes de cette équation,
chacun i chacun , avec ceux de I'équation Hitice
Fhd" =0, daos laquelle les coéfficients des reriics
mermédiaires font zero. La comparsifon des fe-
<onds termes donnera la valeur de b, celle des troie
termes donnera ce, celle des quatriémes don-

fers &, & ainfi de fuite, jufgu’su terme du miliew
whvement 3 ( les équations qu'on trouveroit au-
&L fervient les mémes que celles qu'on a déja cues,
Perce que les équations que Fon compare font con-
Veitbles); 1a dernitre comparaifon doanera la va-

leur e f exprimée par une équation qui aura —;—

df”"'ﬁons. & dont les racines qui feront toures
Piel'es, donneront les valeurs de f; & ces valeurs
[bfitaces chacune dans lo erinome Xx4-friaa

ont tout autant de trinomes, qui multiplics
1005 enfemble, reproduiront le binome 3% ~f-a*.

Que 'on propofe x*-i-a* Je prends une équation
Convertible du fecond degré, telle que xx byt
€4==0; je la multiplie par ¥ r - fx 4= ga==0,
© qai donne Péquation convertible
b +3u.r:+¢¢fr+a’} il
“+fat4 hfxxd-aaks

J’"Nmpue a P'éguation Atice x* o' =0; &
Comparaifon des feconds termes donne k=-f==0,
s=w—f; celle des termes du milicu donne
2“,""’1&0. ou ffe-2a2a==x0, en mettant — f
Biliende b, & par conféquent fu= +/[2a2].
Soit propofée x4 4 at. Je prends Féquation con=
Yertible ¢ p b3 e cexx +aabx—+at=0;j
v meltipliz par ¥ x-fx 4~ aa==0; il en réfulkce
Fequation

N
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Mdab xt +&=‘+2¢dx‘+a‘xr+¢'ﬁr+¢‘

Hf ¥ Anbfet e fo X Anaabfxxatbx  p=e

+4-aaxt “egacexx

Je la compare & I'équation propofée x*edea®=0i &

la comparaifon des feconds rermes, je troav:
r:- f=0; par celle des o ficmes rermes ¢ c-+bj—+
aa==0, Celi-i-dire en y fubflituant la valeer |
b, o ffiaa=0; enlin par ks comparaifon &
termes da milicu, ai 22464 fec =0, °","“
mettant au lica de b & de cc leurs valeurs, '~
3aaf==o.

EnSia, par de femblables opérations , on trouve §:¢
fime= 4,002 ff—2aa=0;
fime= 6, on aflem3zaafz=—0;
fim= 8, on 3 ff—gaaff2at=0;
fi m=10, on a [f—5aaf' 45 atfm=o;
fim=12,0n aﬁ—6a¢f’+pa‘f‘(— 244=01
fim=ary, on 377 aafl b1 gtV m g =00

&c, '

Pour réfoudre la formule ¥qe2bxd4-20abx+
@ qui eft aulli convertible, je multiplie 'équatron
convertible yrahrd-gas0, par xx-j-fr-+
fa==0; jauai comme ci-deflys,

Xt lat g Adaxxtaafegat) o

L hfxx~-aahsx - )
Comparant caute dermicre équation avee ['équatica
propulée .r‘-é-:b.x’-{-z.mu.r-&-a"ao,laé?«m’,’
rermes donaent def==2ab, Celt-adice & =2b=1
les ecrmes du miliea donnent 2aavd=nf=0, gl
o (Ubftituant la valeur de b, Covient 2aa-2bf—
] =0, ou b:.cn_ff-—:.’if-—zcazo, :

Soir Prapolée 5% wje 2 3 e 2% Je preads 'équatiod
convertible a? o by? - CCXX Qg gt==0,
& s muleipligae P X3 4fxdeaa, Ja
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Feba ecext e 2 abx? e g oo i i et _
L bt e cofid esab frox - athx =0,
+ 2ax* “aacwxy

c‘“‘quation comparéc avec I'équarion x*4-a*y! 4=
=0, donne, 1% befef =20 ; 2°, cc - bf 4 22 =0,
ik réduitd commffeb-ca===0; 3°. 202budcef==2a,
Wi fe récuit i ) — 3 gaf =23 ==0. [t ainfi des
mn ’

Que Fon sit donc & décompofer ' 2 b+ 4
3tabx—4- ot en facteurs récls, dans lefquels ¥ o'aie
ps ?exp:)l'ants fraitionnaires, ni plus grands que
3 Léguarion qui doit doaner les valeurs de i el
d“cﬂ—zéf»- 2aa, de laquelle on e le: valeurs
% f toures réelles, favoir f==b-t-1/T2aa-01],
Sh1/[2aa bl ] Chacune de ces valeurs éane
tik 34 licw de J dans e trinome Xxdfxd-aa,
90 touvera que 2 4-2bxd d2aabr 4ot oft le
Poduit des deux facteurs réels s e o
"V[2u-+~!~b] e, xx-i-bxemx)/ (2084 lb] 4-aa,
D°mt'=ne. fi F'on vouloic décompoler 3*=4-2ax"4=

F3a= 0; l'iquarion qui donne Jes valeurs de
f““*!‘-—-znf-—-o ce laqueile on tire les valears
f*?.f=l/[2u]. fa—-[/[:a:&. on trou-
Y0t que Xt aa ¥t x xepa® eft le produit
des trois fadteurs réels x xd-aa, xx~+x)/[2aa]4
“ém-\'r-r[/[zca]-Q- aa. —

it propofée x*¢ 4= a*%, L'équation qui doit
e hpv?l;:m de felt ' —gaaf'4-gatfmmo,
e le on tirera ces cinq valeurs de f toutes

"&ﬂu.f-o,fagV[.:;i’_] v fo= e

V] =[5 s=

Nij
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—2a V[ ‘-:"/‘ ]. Subftituan: donc clacune &

ces valeurs 3 f dans le trinome X x[x4-aa, 0
trouvera que x** -2 ¢ft le produit des cing fadiaus

réels xx~f-za, x:-l-c.rV[ ’*'V‘]-i-u,
o om ‘-"V[J:;!’—]-i-aa, Xxfas

V{"—-'-‘l‘- ~“aa,xx—ar V[‘_;"“]-ﬂ:.

On conclura de-la que Pintégrale d'une formule i
[érenticlle dont le numérateur eft d x multipli¢ par ‘o
conftantes quelconques, & done le dénominatewr 2
Jes conditions que nous venons de confidérer, 1

ndra jamais de racures plus relevées Q¢
celles du cercle & de Thyperbole , & pourra toujosst
fe trouver par les regles qu'on a donndes.

5+ Quie foit quellion maintenant de réfoudre
Ia zumnlc X¥" 42", m éanc un nombre entier fo
Gaif, mais impair.
On divifera 1a formule par x 4-1;le quotient dans
Je premicr cas, eft xm =t g gx—1 g i 3
@' ¥ &, julga'au dernier terme qui fera 42"}
& dans le fecond cas, il oft X g
Aax®=1-20x" =4 &c, iufqu'sy dernier rorme U
fera4-a"—". On égaleca le quortient § zero, ce W
donners une équation ictice qui et converrible, & G2
Yon comparera terme & terme avec le produic &
trinome X xdfrd-aa par une quation conve™
tible dans Tequel e nombre des dimenfions de '
connue x foit m— 3; de 2 comparaifon des fec
tsmes |, on tirera la valeur du premier coertent
fuppofé, par cxemple de b; de celle des rroificmes
la valeur de cc, de celle des quatriemes, Ja valest
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de &', & enfin de celle des termes du milien, on
tirera les valeurs de f exprimée par une équation du

begré .T' , qui aura toutes fes racines réclles;

¢ts valeurs réelies de f fubfirudes dans le trinome
I¥d-fr4aga fourniront autant de trinomes, qui,
multipli&s enfemble, & mulapliés par v 4-a, re-
la formule propofée x* 4-a".
Ceft par cette voie quon trouvera les équations
vantes qui ferviront 3 réfondre le binome »%--a”
brije m eft un nombre entier, pofitif & impair.
Sz 3.002f =2 =0;
b= 5,003 ffd-af—aa==0;
hns 7.&1{‘:0-4[[-2.:4—.;‘_0;
finas 9.0na ft4-af’—3aaff—2."f+a'=0;
""tl,onnf'-nf‘-qu —3af 432 at =0
;“'3-003}"4-\!]’-:)‘“}‘—14’}‘!-}-6410'—!- a8 fommia® =24
c. -

. 5% Yagiffoit du binome x™—a™, m étant tou-
Pxs un nombre entier , pofinif & impair ; apris
Favoir divif¢ comme il a é4é dit por x— a, les mémes

ations surolent lieu en changeant fculement les

fignes des rermes fecond, quatriéme , fixieme , hai-
lm' &C.

( 45. 5t au Tieu de la formule x4 4=, o) m eft
{P Polé un nombre entier politif impair , on avoit

téduire une autre formule, telle qu'en la divifane
P x4 une conftante, il en réfultir une formule
“mverible , par exemple celle-ci #f-ht—
i g ahy xdeat x4-ath , qui divifée par x4k,
Conne ¥ g g xx-4-a*; il faudroit opérer fur certe
Cereiere 3 Pordinaire , & les valewrs de f want trou-
Vas, i on les fubflituoit dans x x—4-f¥+aa, on
ruit autang de trinomxs que de "‘i’:.“i de f, qu

W
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multipliés.enfemble , & multipliés -par x4, ré-
tabliroient la formule propofée,

Qu'on zit, par exemple, 4 décompofer x4,
L'équation qui doit donner les valeurs de f, ( fui-
vant tout ce qui a éeé dic ) eft ff e af—ga==0; I

valeurs de f qu'elle donae, font f=="_ ":f“ A ;
Subftituant ces valeurs dans le trinome xx-fx4
aa, on verra que ls formule propofée x*--3' cft
Ie produit de ces trois fadenrs x x e STV =

3

Lamimd i “+2a, ¥x-4a
——— » o

Si Pon veut décompofer la formule 37— hzt—
aax'—aahyrepatyeba*k, qui, divifce par x4k,
donn} Az-—-}u:-l-d;’ 3 P'émation convenable x]:
pour f, lera ff==3aa, &0l Pon tire fi== aa
Ces va?cursfde f fubﬂiwc’r} dans ‘xfx-:f .rE-l;-u.
donneront deux trinomes récls rxefex]/[3a0]+
aa, xx—x|/[3aa)4 as, dont le produit mub
Upl€ par x—4h, redonnera 1a formule propofée.

47 ON conclurade- que lintégrale dune for-
mule difiérenticlle dont Je numératenr oft te produ
de dx par des conflances quelconques, & dort
dénomiratcur cft de la narure de couy que nous V&'
rons ¢o conlidéier, ne Corendra jemais de qu'-ld"'

tores plus relevées que cedes du corcle & de Phy

Jeivole, & qulon pourra towjours Ja rouver par ks
regles qu'on, a doondes,

4€- LORSQuE Iéquation qui donae les yalears

€2 f oft des degrés fupcricurs , & gu'on n'en peut pis

avelr alpdbriguement Jos racines , on fe contentcrd

S e chercher par des -conftraiions. géomériquet.

Alni, POUr trouver les fiGteurs de *Tegea’, K

“’ XX —
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enfaite Mintégrale de la fration -;—_%—. on di-

vilra x74-a" par x-+a; le quotieat fera x¢—
ix' g3t 3} 3P b gt x ¥ —a'x—a. On tirera
les valeurs de f, convenables 3 certe formule, de
Véquation f =g ff—2aaf—2"==0. On trouvera
par les méthodes que doane IAlgébre, foit au moyen
de_l’imetfeﬁion%es courbes , foic par quelgu’autre
vaie, les valeurs de [ politives & négatives, qui fe-
rost toutes réelles; que P'une , par exemple, foit A,
Fatre — B, & Pautre — C § Ja grandeur »7—-a?
fera 1: produit de ces quatre fadteurs ¥-i-a, xx o
Ax4-s4, xx-Bx-f-aa, xx—Cx-tae; & puif-
Gee ks quantivés A4, B, C, font réelles & connucs,

: ’
o pourra intégrer la formule ﬁ_:‘ par les {eules

Guadratures du cercle & de Ihyperbole.

49. Avec le méme artifics par lequel on eft

tveny aux équations qui fervent & décompofer le

0me 3 4 o, on trovyera celles qui donreront
l: décompoflition du trinome ¥'" 22ax"-aa,
. d"r'sﬂmt un nombre entier poht's{ pair; & en
Bénéral toutes les fois qu'on fe propofera de Gécom=
Poler une formule, pourvu qu'elle foit converkble,
o qu'clle foit un produic de formules convert
& de quantités linéaires , on en vicndra 3 bout par
s méthode que f'ai expofée. .

Le cas da produit d'une formule convertible par
ene lingsire, fe trouve earr'zutres lorfque m ft un °
rombre impair.

Soit 48—l b 2t x# = @t 14y 00 (10D
(¥*—g*), ou (¥*4-1*) (:x-l-aa)(‘n--u);
o0 n'aura qu’a réfoudre I R récls
de deux dimenfions, qui feront, pac 9’“\3’{&“% XX

Niv
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Ax debb, xx 4 Bx 4 bb; & on aura (<414
(X'—a") = (xxAxi-it ) {xx 4 Brpbl)
(¥X4-aa) (xx—aza). Si la formule propolée o
€té (x*-4-b*), (x*4-a*), on auroit auil; décompolé
*4a* en deux facteurs rels que X ¥ Cx~ad,
& xx+-Dxaa, & on suroic eq (at 4 8).
(#*42') = (xx g Ay +bb). (xx=jBx b))
(¥ 4Cxtega) (¥x4-Dxgega).

50. Pour avoir lintégrale de Ja formule. .
ma~d e

=g dans laquelle m exprime un nombre quel-

Conque ent'er pofitil, que I'on a e A,B.C
les valeurs de f afie@iées de leur ﬁm, qui doivent
fervir 3 la décompofition du dénominateur x* 4 &
& que 'on fafle artention quil v a dis cas on I'une

ces valeurs eft ==0; ce qui amivera routes les
fois que le dénominareyr €ant ¥ g™, m feca w0
des rermes de cerre fuite 2, 6,10, 14, 18, 8¢
& toutes les fois que le dénominagear Gtang x™—a",m
fera un nombre de cette autre fuite 4, 8, 12, 16,

4
20, &¢, Cela pofg, Pintégrale cherchée fora shy
LY [xx<4 Axgaz] 4 -‘B-L V[xx+8:+¢3]ﬁ

.:iL. VIrx 4 Cx apsa), e (jo fuppofe c¢s

logarithmes pris dans 3 !ogatir?:m'que done 1a fou-
tangette =g’ - le doudle de Ia fomme d'as-
taae d'arcs de cercle quil Yy a de viluuis 4, B,
C e f, arcs qui ayent relvedbiveneng rorsioes
‘/{ax-—;‘.4.43.l/lda—:HB],V'[“...P?(,_C], &e,
& pour tangentes T4, Yool ll, yepe!C, &¢.

Telie fera Pintigrae de 1a formyte e lotf
“
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que m fera un nombre pair pofitif; mais fi dans cetce
wéme formule m ¢ft un nombre impair pofitif, il
fedra ajouter au tour le logarithme de x4, parce
¢ ke déoominateur @ encore X =4 Pour racing,

E2 6 la formule eft ool X
vonbre impaic pofiit, l feudra 3 o
impair pofitf, il faudra ajouter , non pas
k2. de x g, mais celui de x—a. Enfin la for-
e éant tou}om%:—“—— fi m eft un nombre

& que m foit un

Far pofieif, on ajoutera Je logarithme de x—a, &
“: wltraira celui de x ~4=a, prenant toujours ces
sarthmes dans la logarithmique dont la fou-tan-
geate oft 4.
dx

5. Mats fi dans la formule propofée ——————
k nombre m &oie un entiee négatif, Ceft-d dire G

b formule étoit ~—— 5

. ‘f‘ ,qui.cnréduifantm

x“it"

ﬂ-m . . X ~d
dénominarcur , deviendta ::_; Alors
Bifune 13 divifion réelle, ain que la plus grande
& ¢ de x foir moindre dans le numérateur que
':f.‘: dénominateur , on aura enfin 4-a"d x4
’ -
w3 formule dans laquelle m eft pofiiif. Au

m'oym * cet miﬁ“ 5 les y.g'gs qu’on :,m

lerviront done aufli dans la formule e ou
" ¢t un nombre eatier négatil.

, on la mestra fous
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. dx . .
52. 81 la fra&ion o a €toir encore mal

tipliée par x*, n étant un entier poftif ou négasf,
on décompoferoit Ie dénominsteur en fes folteurs
réels de deuy dimenfions, & on fe trouveroit des
ke cas que 7ii confidérd sux 0™, 41 & 42, & qu
fe rapporte aux qQuadratures du cercle & de I'ty-

perbale,

53+ Cerrxpany lorfque n eft négarif, voidi we
voie plus expéditive, Soit en premr e n pis

- 4
Petit que m; on mettea ha formule ——

(x7a). X"

‘”(8.—‘“) .
Si-en fecond liew n eft plus grand que m, @

. ‘: .
Véquive
exprimera la formule e P qu

dy dx A .
leuce e xn SRR emm " AI® ga—zn

s K. o terme ob Pexpolne &

x eft fur le point d'ctre plus grand que m, == ( fai-
vane que le demande Vslternative des fignes)
dx «
-~ > . t ‘
(wavy.aer * 90 el Pexpofane qu'avoi

dmg le terme précédent, & ¢ et ce qui refle 3‘»"“
avoir diviié le nombre # par le nombre s, Lt 54
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J10% dx
we de ha formule e les termes

&ela firie ferone affetés du figne négarif, & le terme

ix

e quielt horsla férie, fera tovjours pré-
@ du figne poficif. Soic donnée pour exemple fa

d
formyle : ; elle fe change en -
(Ximpg )xf arxs
LAY o R
u;*‘.>‘.yx’ Oﬂ .‘tm’e-‘x’.‘_":"x‘—
t xdx ) dx

— —

"-‘»‘!+¢".x +at) Q98 (%3422 ).xf
4 _ 2y xix

ehxi etxx + @ (xroeei) il
Ton (it intégrer toutes.

54 Mars fi m eft vo nombre rompu, poficf
o négatif, foit appeilé ¢ le numérateur de cette frac-
ton e je fuppole réduite 3 fes moindses termes,
&p fon dénommatenr , de manicre que Ja formule

Cenée foie exprimée par — oL w3 on fuppo-
;7_4; ‘—"
fera Tyt & a=Lr, & la formule fe changera

0 oo o< s 'r‘.d’ P » t‘r’x.
| ceile-ci e ey qui n'a plus d expofan
toamaires , & qu'on peut décompofer par les regles
Fon connoit. e
Prenons pour exemple Ja formule ——=7"3 )

e 23
il &

bpp- x==yy, a=hb; sinfi dx==2ydy, & lo
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e T d
ruba.mmamrum.,u-}-}!__f;_, ob les exe

pofants ne font plas fractionnaises.
x*d
55 St Pon propole la formule x_:"_ dans

lacuelle m & » foienc des nombres rompus; appellax
r le bumératear de la fration n, p fon omInateur,
¢ le numérateur de la fradtion m, & fon dénomi-
nateur , (jentens toujours que ces Zs&aons foiece
exprimées par leurs moindres termes ); la formulé

alors fera ‘"“‘ » Ty P ¢, t étant des nome
x = ar

bres enticrs pofitifs ou négatifs. Que Fon fuppole

maintenang X=y¥, K a==b?; la formule fe

o pq,"*}f—'d, SR
changera en celleci, g qui 0%

plus de fractions aux expofants,

Par exemple, foit la formule el N ; je fappofe

x4 g
Ty, a=l*; ainfi dr=y0y*dy, x% =y, ;t=y'.
& aprés les fubftitutions, I3 formule eft .[.°l:'?'- qui
w'a plus d'expofane fraGionnaire. =
56. Exvux, il fagic de Ia formule sx
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I:mité‘a intégrer, de la forme qui a &é confidérée
ans les articles préeédents, y
xdx

Scppofons que la formule f o= = b
Byt vem—im b +C* ame i D gt A M i W ke
(x® =o)—"*
jufne'an terme conftant, Ceft-i-dire, jufqud celui
oé lexpofant de x eft zero; appellons cc terme K,

& sjovtons fa quastité précédente , 4 f*’-'-f'i‘——;

e~

f

C‘Cﬁ-i:dife. &irm f—-&-—-ﬁ"—zoo Y EEE

=)
B*u—ln-ﬁs*&' + ey Dt amamm: me—t Lo L K

) (e

-~ : : A

Af” _.:‘. . On différenticra I'équation; on la
réduira § zero, en faifant cout paffer du méme coré,
& on en ordonnera les termes ; alors les premiers
termies égalds 3 zero donneront lz valeur de Pindé-
terminée B, les feconds termas égalés aufli A zero, don-
nerone b valeur de C, & ainfi des sutres; on mettra
ces valeurs & la place des majuleules; & puilque Iia-
tigrale X o dépend que des quadratures

x* —+ "
da corcle & de l‘hyrefbole, & que les autres termes
fone alyébriques, il eft clair que la formule pro-
poléc n'exige pas de quadracures fupérieures.
57 I peut fe faire que quelqu’un des coéfficients
B,C, D, &c, foit arbitraire, ce qui narrivera ce-
ant que lorfque n fers plus grand que m— 1.
faut remarquer aulli que toutes les fo1s que m ==
Rde1, le coethicient A(s:a égal @ zero, & par coa-
féquent Pintégrale de la formule fera aigébrique.

o
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58. Mass i dans la formule dificrentielle pros
pofée, Texpofant n étoit néganf, de manizre quel

dx
:'( — - 'ty .:1.000
formule fur RERE Pinségrale feroi

Bx"'""'-#-Cx“"-"'“'-t-Dx""“"—'-o-&c-f-K
i, (”zﬂ‘}“""'

d) . . . o .
A_/;‘;;:"_;-;;’- 3 & Ton détermineroit les codfiicienss
»Cy D, &c, de la méme maniéce que ci-deflus,

. xdx

Soz:propof&,parexcmple. T l?mce

N==2; on aur: X

conféquent xdx = Brx-Cx+ K
(2 a5 )

€5 on & n==p, m==3,

X gegd

xix xdx
Af N g - Stz —
Yo & en diférenciant, T ErTT

(zBx\!x-!-(-'ll')f!'-i-l’)--;xrdxtﬂn-o-c.r-o-xl
(%) 420 ):

Axdx N :

I T Réduifant rour ay méme dénominzteus s

& ordonnant U'équation , on trouvera
2Bx' iy Cxidy 3Ky dx—~2 B2’ y
—3Batle3Cngy 1 Baeds Gy "g

e

~ Aa'xd
 Axtix - .nl:

, ou A=B8;
~~1==0; ceft-idire
' & (en merrany 4 au ligy de B)

L 3“qlﬁdonm¢ﬁn.....-,o-'
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f xdx rx ' vdx»
e — e f e
(Kiepegi B 340 (x) 4-ad) jab X3 4-ai

- dx
Mais f xx == ;“ X (L-l/[x.r-ax-l-aa]-

L
2

multiplié par larc de cercle

L(s-a)) =+

Qui 2 pour raion V[ ’:‘ ] & pour tangents
r xds xx
J(xiar)r T janxi4er)

'-%. On a donc

' 1
- o L.V[:x—ud-u]-—;-'-[*(x-{-a)-k

a2t

' -
X I'arc de cercle dont le raton == V[—:-

& b wangente =.—x-—-%-; je fuppofe les log. pris
s Iy logarithmique dont 2 fou-tang. == a.

59. St Pexpofant m éroir négacif, il faudroic
vansformer la E:mule ¢n une autre éguivalence dans
lquellc Pexpofane fur pofinf, comme on Ia indi-
Q¢ au n°, 51,

60, St m & n Croient tous les deux des nombres
1Mpus, on feroit les fubMtitutions du n”. 55.

61. St de plus Vexpofant 4 eft un nombre rompu
polisii’ ou néganif , il fgi)'\va que la formule foit dans
0 des cas confidérés au 0\ 39, pour quele puille
€1 transformée en une 2UtrS qU'ON Pourrolt traiter
Faprls les regles qulon a données,
-3 xdx
Al 1a formule e ( Jes expolants

B, m, » émnt des nombres entiers ou rompus,
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mais rationnels, pofitifs ou nézatifs), fera imtés
grable, ou du moins réductible aux quadrarures
connues, toutes les fois que ces expofants fezoat

tels que u-—-n—'--l--%.ou bien -.—:-—l+-;:-

foit un nombre entier quelconque. Si ce nombre
entier eft poliif, la forz::le s'intégrera algébrizue-
ment 3 la réferve dos feuls ternes ou fe trouve-
roit Is puiffance +=*dx qui oblige de recourir aux
Jogarithmes, Si ce nombre entier eft négatif , Ia for-
mule pourra toujours étre ramenée aux quadratures
du cercle & de I'byperbole.

Dmskmmiaca.lorhseu-—-—';——n;— I

eft égal 3 un nombre entier, il fudra faire £
a"=72", & par conféquent x* = :
——

a a% P ot
, ".=—--—’x.*.= v -

(=1 )" (1) (3—1) "
XA xmm— %:.‘l( o | )."""":-"-1; mais "4

» X =

.
’

f -
f-t*'=-£;!;-. & (2" 4% —

(x—r
Par conféquent 1a formule propofée deviendra. ..

ot —m «J ——
- () I
comme on Je voit clairement , off intégrable al-
gébriquement (hors les termes exceptés ) lorfque

= I+u efl un nombre enticx‘oﬁ‘if'

— —
Si T Ta = 1u eltun nombre entier négarif,
Tineégeale

,qui s
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fintégrale de la formule, fuivane ce qui a &é die
dans les articles précédents, ne riendra pas 3 des
quadrarures plus élevées que celles du cercle & de
Thyperbale.

8

Je paffc au fecond cas, Celt-i-dire, lorl: ':T -
l+% eit un nombre enticr ; on fera 2" gea™ =y,

& par mﬁq\um X" == -—a®, r=(t—¢'):.
..' L
Pau(jema®f, P V=g, P A=

.41

& —1 .
—(—a") = } mais A" -a"mm g, &
("4 oy = *; donc par les fubflitutions la

o

formule deviendra k x =) =g
= o

{™dq e i

“———(y—a") " » quantité intégrable

dlgébriguement ( fauf "exception expliquée ), pourvu
L o . . .

9% ——— —1 foit un nombre entier pofiif;

m .
& fi ceft un nombre entier négatif, lintégrale

2 (d'aprés les arvicles précédents ) des qua-
Crazeres du cercle & de Phyperbole.

62. St 1z dénominateur levé 3 ume puilfance
ﬁbclconque n'étoit pas un binome, comme nous
vons fuppofé jufqu'ici, mais un multinome quel-
%ue 5 pourva qu'il fut réductible en fatteurs réels
¢ deux dimenfions au plus, foit au moyen des ¢qua-
Nons convertibles , foit par une aurre voie , on pour-
1% toujours réduire la formule aux quadratures
Cannges, -
O
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- Soit prife pour exemple la fra@ion. ... 750
e . On formera récliement

(xxtebxaaa)?, wopec)s

Jes puiffances indiquées dins e dénominateur, & o0

dx
fo ra i W i T TR
ppofera cette &quation xxt-bxt-22)0 (x40)

Ax'dx4-Brxdx w-Cylx+Didx
X pabdx) zgaxx ;b-baxx-o- 1aabx 2t
Fexdx4-Gxdx- Hix

\ o .
L ——————— — A ' le r’
2 e jek g ecxpee) P OO Y09 YOIk o8

cond membre a auzant de termes qu'il y a de fac-
teurs dans le dénominateur de la ﬁactiot’; propoféo
qQue ces termes ont aurant de lettres majufcules ou
d'indétermindes quil y o d'unités au plus grand ex-
pofant de la variable dans leurs dénominateurs '_“"
petifs , que dans chaque rerme la premidre majul-
cule elt multipliée par Is plus grande paiffance de fa
vanable dens fon dénominarcur diminude d'une di-
menfion, la feconde majufcule par la méme puiffance
absiffés de deux dimenfions, & ainfi des zutres. I!
ra déterminer toutes ces conflanees & Fordinaire ;
premier terme donnera pour ¢hajue conflante use
fraltion qui fcra divifée par éx r4-bxaa)t, &
nominateur dans lequel on fera &vanouir le terme
du milicu, & la fraction deviendra un cas particu-
. . x*dx
lier de 2 formule générale ey &
fecond terme, il donnera pous chaque conftante une
altion qu'on divifera par (x-¢ 2, & qui s'iaeé-
Brera par 13 regle qui & été donnée pour les dé-
tominateurs compoles de racines égales.

63. S1 de plus le numdrateur de 13 formule pro-
pofée éoir multiplié par uoe puiffance foit politive,
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kit négative de la variable, il faudroit chercher les
valeurs des indétermindes, comme fi la fraction
w'éoi pas multiplide par cetce puiffance, par laquelie
oa multiplieroit enfuite les réfultats, & on acheve-
wit le refte & V'ordinaire.

64 Jr Bnirai ce premier Chapitre en expolant
b methode des polynomes du Comte Jacques Ric-
m.

Je donne le nom de polynome différentiel aux
fraétions qui ont pour numérstenr dx, & pour dé-
rominateur une fomme de piulieurs puiflances de x,
doat les expofants forment une progreffion arith-
Méique qui e termine & zero. Lorfque cette con-
dition r'a pas lieu, on y fupplée par quelque terme
i du codlficient =0, Par exemple, Pexpretlion
".-di,——. au premier coup d'ail, patolt un
Yo g
trizome, mais clle cft récllement un quadrinome ;
€ qu c."& vifible en lui donnane cette forme. . .«

-

—

‘!*-r’ab-ox* +1
On 2 une méthode pour tout polynome dont le
sominateur eft élevé & une puillance entiére & po-
fiive p, méthode qui feroit générale, fi les quan-
U imaginaires ne la rendoient pas wop fouven:
uele. On connoir de plus quelques artifices par-

:::!t'm qui, dans pluficurs circonftances, ont leur
ite,

dx
(X b ax™ -5
&y, dstane micux qQue tous les uinomes fe rélyi-
ot facilemen: @ cekii-ci. On fora 3™ =sgbe ; ¢
e nouvelle variable, & A elt uo(e) conflante
Y

Je commence par le trinome
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que Pon déerminera. Les fubficutions doameront
(%' "deax™ 4 b (17( 2 Ada) 74 AA 4 a A4b).

It faue faire en foree que les quantités A4+
a A-4-b difparoiffent en les fuppalant ==0; dansles
cas ol A ne fera pas imaginaire, cerre réduttion
réuflira coujours; & puilque x" =744, oa aura

en diffécentiant, = dy == dy, & x=(3+A}s

donc dxmm—31 e T
mEm: Aot
B3+4) =
Si Pon faie les fubfficutions néceflaires, la for-
mule principale o deviendra
(X4 e gxvep-b >
dy == o
n{g-o-d).:”x(g{-o—‘.;di-a)()’
T idy
~ | y
r(3+A,75 x(14sA4a)F

Le cas le plus fimple eft celui od P'expofane p==1.
Fautre expofent m érant un mombre quelcongue
entier ou rompu , polirif ou négacif; & dans ce <8
faifane lpour ger 24 -g==g, Pexpreflion gé&
nérale fe changera en celle-ci qui eft particulicre..

™'

EQR+AT " gl
Je fais une premiére divifion du numératcur pat
le dénominateur, j'ai pour premier GUOLIENLs + o +
L i}_. + & pour refle — 23, qui doit
X+ A s
éwee divifé par lo dénominatenr ; & par conféquent

-aml].
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T SR, PO, R
-} L ) :_:.—;
LR+ 4) W (3 A4) - o
dr '

a+A = g+ A

Le premier terme du fecond membre de cette
€alivé el déja réduit aux quadrarures connues, &
o0 y ramenera facilement le fecond, en fuppofant
{4 A=u, ce qui dOBNErA . s e vrassvarsrae

— b
——dz — u - -‘.
- » et —“.—‘A-‘—‘t‘

L A) n g+ A) -

Poutfuivons notre recherche, & fuppofons que
Texpofane p foic un nombre pofitil quelconque &
enticr ; nous parviendrons au but en continuant la

meme opération. Reprenons donc la formule générale
ix

L =y
(xt= ~a b — - el
SRR mig+A) = (3+R)?
&ﬁFNfom.pet exemple p=2,la formule deviendra
ol L

“‘t*ﬁ)_';'.-'+ix{(t+4) = 4i(ird) =
==ndy.

On divifera, comme ci deffus, le numérazeur de
cette fraltion par fon dénominateur; le premicr quo~
tiene fera 5B & o < S

"

2 Ez-(1+ Ay =
?mbmmhnﬂaqﬁ&ﬁt&n*nw-
veay diyifé par Je dénominateur entier, On fera une

&m diVlGOﬂ ind,qw w la &laiz’)“.-“. RN
"y
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i S

i

QA gt (1 A)TE g (A
apres les opérations convenables, on aura pour refle

d y N .
‘:t -+ ‘;“ qui doit &re divifé par le dénomi-
nateur enticr, 1l naiwva de-la Péquation fuivante,
=
(Q4-4) n . (k20 ge-(3+4) =
ey
B Qeed) =7 gp(rA)m ()
s34t
3'-((-0-40)"'"": A7)

deax premiers termes du fecond membre Ce
cette équation fone des binomes; & on peut faciles
nmient donner aux deux autres la forme du binome
cu faifant 74 A==u, ou bien j-b-g=—u,

Dans les cas plus compolés ot p feroit == 3.=4
=7, &, les calculs feroient plus longs, mais la
méthode méneroit ézalement au but.

Cette méthode ¥'cend 3 tous les polynomes 3
Fiofini, Jorfque p eft un nombre entier pol{tif; pous
Je cas ot p et un nombre entier nézarif , les cal

Ruls fone i faciles, que ce n'eft pas la peine dien
paler. Pour appliquer la méthode aux autres poly-
nomes, il fuffira de répéter la fubflitution x==§~+ 4>
i=u-B, en faifant toujours évanouir les termes
qui ne fone compolés que de quantitds conflantes ;
par ol il arrivera que le quadrinome, par exemple,

! A un trinome , X le trinome & un binome.
Il fera bon encore davoir recours de temps ¢
temps & une demi - divifion, afin de n'étre point
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woublé par Jes expolanes négatils , qui fe préfentent
ez fouvent dans le numératcur de la fraltion,

‘exemple, au refte, enfeigne la manitre d'opérer
bien plus facilement que les préceptes.

dx
(X=X Wb x™ e )P
dans Jequel les conftantes a, b peuvent étre == 0.
On fuppolera x™== 7+~ A, ce qui donnera
8"+¢x"'—§-b;‘-§-c=g’+3ﬂ{{+3ﬁﬂ‘{+ﬁ'

4 app+2ad;-adA
t- byA-Abs-c.

En fiifant A 4adAd+ Abdc==0, on dé
terminera la valeur de la conflante A. Répérant en-
fuite les opérations comme dans le trinome , of
rouvera Lt > les lettres

(x4 = (ap-kgi+hr
g. b fore des conftantes {ubfttufes & d'aneres plus
compulées. On @levera le winome j{+gr-t-h
il ‘puiﬂ'ance P, qui eft o nombre catier pofitif,
era apres cela fa diviiton suzant de fois qu'il
le faudra, pour arriver 3 une fradtion doat le pu-

Mérateur contenant Ta variable avec Pexpofant né-
gatil , on n'ait au dfnominateur que e binome

Soit le quadnnome

=‘J'

(74-4)"= ; on menra 3 part les fraftions qui
en réfulteront , & qui, en négligeant les coéliicients,

feront analogues 3 celle-ci t-'d‘:_ » dans la-
ty+A) =

quelle n exprime un nombre entier pofitif. Les autres

termes peuvent Etre repréfentés par cette formule gé-

nérale v . On répéera

(R+A4) = (gr+giehy

i
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donc Popération en faifant 3= ¥~ B ; on fers éure

pouir & Fordinaire do dernjer terme ; on €levers s
binome « 4B 3 I puilfince quelconque a1, &
avant fubftitug au lieu de 7 & de fes fondtions lews

valeurs exprimées en u, tous fes termes aurong ceme

forme Sk . Si p et pis

(V-A-B)"5 (xK 2 .
grand que n, ce qui rend l'expolant n— p négaril,
ON aura recours sux divifions, & s formule qui ¢

naitra, fera .-‘f'._—-; fi n—p cft po-
(U+A4B)"3

Wiy

hiaf, on aura -, Enfa,

—)
C—

(epAgB)™2 (e+K)
fuppolant uei~K sww, & 2 & P érant des nombres
entiers, on arrivers 3 des binomes qui ferone tou-
jours rédudtibles 3 des quadratures plus fimples.

I eft vrai que cette méchode et fimirée Fu Jes
imaginaires ; mais outre que les racines fone louvent
réelles ou en tout oy en artie, & qu'en bien des
Cas particuliers on peut chaffer les imaginaires, ce
feroit bien mal de négliger cette méthode & fes

avaniages, parce qu'elle ne donne pas abfolument
toue,

e . dx
Soit p::u pour exemple le trinome T
Je fais rimp g 4 o X J2l oy g2 V.r+zaq+
2A5 4 274 AA4{2 A2, Suppolent 44 e 2.4 o
270, K rouve 4 =1/ (m )0, » § a0, car mé'ée
de réel dimaginaire ; & en Proc daoe ( jvane la
méthode, nous aurons e =
(!“'4)"'-({‘!-841-1}’
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1 +r—rdy Ar—rdt
Qesy =17 @y =17
imsginaires, je procéderai d’une autre maniére ; dans
h grandeus t14-(2442) 1 AA+ 24425
e fersi évanouir le terme du milieu ,enle fuppofant
=0, ce qui me donne f==—1,& AAd4-2442==1}

. Pour éviter les

. - Jt

al \ -

anfy l: formule dcv:cndn = i+
tdy . Or il n'y 2 plus de

11 (tt"")’

éfculté pour intégrer les deux termes qui compofent
le fecond membre de cette égalicé 5 ce font deux
t’-"j",'}f; {emblables & ceux qui ont €zé confidérés
G-Cellus,

CHAPITRE IL

Regles d'intégration en faifant ufage
des [éries.,

6s. Anx‘r d'enleigner la manitre d'intégree
par les féries, il el propos d'établir Jes regles
turvanter, ; "~ a
RecLe 1. Transformer une fraction en fuite infinie.
On divifera le numérateur par le dénominateur
en (uivane les vegles de la divifion, on divilera de
nouveas le refte, & ainfi de foice 3 Tinfini, & on
aura une fuite infinie de termes égale 3 Jo!fra&ion
propofée. Il faur cependant avoir Patcention , tant
pour le pumérateur que pour Je dénominateur, 'l
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y 2 plus dun rerme. de mertre le premier celui

22 elt le plus grand, On trouvera, en opérant ainli,

fs f fr f s :
n-}-n= m —ua+::—{:q+{: - &

= f fn fan ILE fa

u-—;l ”m o mm + L s n - m'
of ef afnn  afnd __ afnt  sefnt

mm i an ma o m+ - m .: +‘£»
'

-'—:;:-x--x.\'-i-:‘—l“*'-‘"'-&c-

S |
L B 2 —’: _._ '

= 2 e 2N T - : .
s Tx' =—13xx~4345" &c
f f tfa ifan 4fm sfrt
(n:fn)‘== e * s s ne * m! 3 ot &e.

f- 3fn 6faa ofn? +
(% 'n)s - mh + me + mr * .f;’ b ';ﬁ: %e:

Il en feroit de méme i ha fraGion avoir un Hi=
mérateur & un dénominateur qui fullent 'un & 'autre
uve fuite inBnie relle que . .., .
b 22X —— {y_cz’d--,&al e Lol 3 7
e LE S Sy 1 X TRy —e 0 x? e
=l+:5xx+;-hx’+.;‘= Byt e I bt 2" &
o  iaxxiabtag. Gabbxt- 5 a b st &
vl e=jeaxt—Laghxt e Laabixt&e.
5 ety 42 2 V&G
— x* K.
66. Recre 1L Réduire i xe
radicale en {uite infinie, RGN compre
Soient pris pour exemples les radicaux ]/ [aa-xx]

F &

; gqu'on trouve
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& }/[ax4xx]; en tirant réellement ces racines
quatrées qui me font qulindiquées , & pourfuivane
Popération & Pinfini, fuivant les regles de l'extrac-
non des racines, on trouvera
V, rx x4 x6 gx?
‘M:i_-_r.r]m ¢ x 1a T s X 162t T Tiasa?
goay il % o ; o
V.{‘Sixﬂma;x"i ke s 4+ - —&¢.
- 8 ¢ eq Py
2 34 a 1€2 13
Remarquez que dans Pune & 'autre de ces féries,
f Ton multiplie par 3 le numérateur & Je dénomi-
Eateur de chaque terme en commengant par Je qua-
witme, les coéicienss numériques dans les nemé-
Titeurs, en commencant au quatricme terme, fe-
o0 3, 3% §, 3% § X7, &, produits qui naiffent
dela multiplication continuelle des nombres impairs.
Dans les dénominatears, ils fecont, ¢n commengant
a0 fecond terme, 2, 2% 4, 2% 4 G 2x4x0x 8, &¢,
produies qui naiffent de la multiplication continuclle
des nombres pairs,

67. Regrs ML Tout ce qu'on vient de voir {e
fait C'une maniére plus générele par le moyen de
la formule fuivance :

(P PQy =Pr 4= AQ - BQ+

in 4n
den: aguelle P4-PQ eftha quamixiéoonéc.-:'- eft
Fexpofant numérique de la puiffance, P repréfente le
premier terme, Q le quotient de tous les autres termes
diviiés par le premier, & chacune des lettres A,
B,C, D, &c, dligne relpedtivement le terme qul
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précéde , de manidre que par A on entead Ps, pr

B on entend —:'-AQ. par C on entend ——

BQ, & .
Que lon ait, 3 rédvire en férie Je rodical

V["-Ht"x-x'] » Celt-3-dire ¢ ¢'-+-4‘x--x‘J:-;

eV X — xf
on a3 Pa=g', Qa=

af o m=1, R==J)

& par conféquent (af 4atx ! )’ac-l- som—

— VX g 4V 25 ey 10

agar

Soit propofé 7o " 000 b.(y'—aay) '

on a Pu=y?, Q:--—::-, m== -1, n==3, &

-— L
par conféquent b(y* —aay)™ '..T:-+-ff-+

3!
1243 1404}
- b L 81y

Si on propofoit V((l Pyl on J'exprimeroit

Ce

aini b(c-l-.r) ; » & on acheveroir de la méme
manicre,
B

Sl i
(e+x)s

T Vi S

féquent 5((4-:)-3: b _ 3k g sbrx

al g4 a’
1whx

———

Ceft-i-dire b.(4+x)—3 ; on
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68. St Fon veut €lever une quantité complexe
3 une puiflance donnée, par exemple, avbx 3
la puifance m, qui s'exprime par (@~ ¥)73
on aurs alors P==a, Q=-:—. me=m, n==1,&
maon—1x

pir conféquent (4 =x)"==a" -+ '

Mt ) g0 xx +'.(Q—|).(m—x).f-’!’+&c.

1.3 1.3-3
Enfia, fi ceft une férie infinie qu'on veur élever
i ure puiffance donnée, telle, par exemple , que
celie-ci y-ayy-by' eyt ', &, quon fe
propole d'élever & ﬂ viffance m; alors P==y,
Q=ay4byy=cy'+fy*, &c, n==1, m=m; on
sira done (y4-ayy=by' = cyt+fy &e)® =

”, i) im-s)

J‘+-:4)~ ¢v+iﬂyf i
i .t 1.5.3
m.(m=1t)

xa'y® *lake,

xaby" *i4te

»m
— byt
mre

- — X ik
+Sc
69.Cera pofé, fi Pon propofe d'intégrer la for-
Mule T , on réduira en férie la fradtion 3
R X at-x
& multipliant chaque terme par dx, 00 trouvera
by _ bdx .xlr_'_ bxxdx bx dx -+

- -

Edx 2 az a) as
br'dy ; bx brx
S — " — g—
- , &c, dont lintégrale et - -
i .
"L’ — " + ‘x’ &c.

iad sat yaf
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70 So17 la formule <22, On fuppofera ==

" B4-1, entendant par b une conflante quelconque

prife & volonté, & par 1 une nouvelle vatiable; on
ol edx ady

= ————, On réduira en férie la frac-
x ety
tion —-‘—-. & multipliant tous les numérateurs

e d d 4
par dg, on zura :-: . S, L, (3

d P [4 & &)
e k| edr s

. a; at a1y e’
uondomdrafb*.{ e 1 g B &
aqe agr

. aly a./ g5
m-‘-m.&s.c’eﬁ-i—duef T=—

d(x=d)» g ) e mo—h)e
sbb = 34 - 4is e

ddx

V tix+4a)i) :
duite en férie , devient “: o 3 3202 —+

71. SorT la formule , qui ré-

1
ta'

118 8xxde rabaig .
TR - . z » &¢; 00 trouvera en inté-
isa u"‘l
d bz ibxx
grane , - — -+
] fV[(JH.‘).] ¢ w‘§
L] .
= ; o “':‘ » &c. Er ainfy des autres.
74 a sood

72. St les fuires qui expriment Pinréerale de la
fonm’le différenticlle poréc v & qui rf;'n compo-
d'un nombee infoi de Lermes, Onc une ya.eus
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wfinie , Pintégeale de la formule propoféc fera aufG
whizie. Mais [i ces fuites ont une valeur finie; & de
plus i elies peuvent étre fommées , ce quiarrive affiz

vent, alors cos fuites ( quoique compofées d'un
tombee infini de rermes ) ferone exprimées en termes
fais; & par conféquent Mntégrale de la formule dif-
Frentielie propofés fera algébrique. Si, 2u contraire,
ces fuites, quoique d'ude valeur finie, ne peuvent
pis érc fommees , alors plus on ra de termes
¢ la foite , & plus on approchesa “de la vrae
vileur de Pintégrale, qui cependant n'elt exprimée
¢taltement que par la fuite entiére,

73-Pou s recoanoitre quelles fone les (éries dont
h'::slcur eft infinge , celles dont la valeuz) cft tinit:i
telles qu'on peut Ou qu'on ne peut pas fommer, |
G confu!terpl.: Traité 4e Saiebmnﬁmm du ¢élébre
Jacques Bernoulli, & ceux des sutres Auteurs qui
One traweé la méme matiére.

74 I y a des quantivés difiérentielles qui pea-
Vest étre intégrées d'ume maniére affez commode
par Je moyen de la formule fuivante dans laquelle
les expofants m, a, ¢ peuvent étre entiers ou rom-
Pus, pofitifs ou négatifs, Nous n'allons calculer ?ue-
s trois premiers termes de la férie ; mais il fera
"ﬂle_de la poulfer plus loin, i on le juge & propos.

Soit 3 intégrer lo binome ay' —'dy(b=cy" )",
o Gmplement y""d"(b-l-c}')", en omettant le
faitesr conftans 4, quon pourra enfuire rétablir en
Mulipliane tous les termes de Vintégrale par ce fac-
teur. Je feins qu'on ait I'équation

[ =ty ey Ay By Oy

Dy +3% o o) x (h=4=cy" )™+,
4,8, C,D, &, ¢ant des confteotes qu'il faut
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2 déterminer. Or, en differentiant chaque membre;
divifant tout par dy(b4-cy')", & metcant dun
méme cbeé tous les termes de I'équarion ordonnée
par rapport & ¥, on trouvera

BA( =" (t-n) BB, 3+ (1r2n) [C{ ¢ + 10" bt
om= -+~ tAc -HH-n)cB;
-1 = (m==1)ncA (M= iync B

Egalant {éparément § 2er0 tous les coéfficients des
puiffances de y, on aura tbA—1==0, elli-dire
A::-:'T; (t=n)bBeg-t Atp=(m~4-1)nc A=0,
ceftd-dire en mertant pour A fa valeur, B==
Pepetfifeden) (=2
: u-(u’-(u) - (¢4-20)8C-{ebu)e 0+
(m=-1)necBs=o0, ell-d-dire, en metant poar B
(:+nn+9)(r+nn+m)“L_
8t ) (s ) :
ainfi de fuice. Subftituant ces valeurs de 4, B, C, &¢.
dans Péquation feinte, on aura I'intégrale de Ja
formule propofée , en fuite infinie.

Lorfque les expofants 1, m, n fone tels que l'en
des codfficients 4, B, C, &c, devient égal a z¢10,
alors Ja fuite s'interrompe, les autres cocfficients
qui fuiven: celui dont il s'agic devenane sufli 2603
& Pintégrale eft une quantité finie & algeébrique. St
cetre condition n's pas lieu, 00 metra Jo difi-
renticlle »'='dy (b~4cy")* fous 1a forme. . -
YT ™Ay (eby™" )", & on en rrouvera l'in-
tégrale en [uite infinie, par un procédé pareil 3 celul
quon vient d'employer ; alors i un des nouveaux
coéfﬁcngnu A B, C, &c, devient zero , lintéyrile
‘C‘ﬂ finie & ‘.algt‘nriquo. Sty férie qui cxp(imc I'in-
tégrale ne slinterrompt ni de l'une ni de l'sutre

maaicre

fa valear, C ==
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manidre, on conclora que Fincézrale ne peut pas fe
troaver ¢n termes finis par la méthode précédentes
mais elle fera do moins exprimie en fuite infinie,
& 01 prendra celle des deux fuites, qui fera con-
vergente,

4 \
Soit , par exemple , L “:{-H" » OUessj
- 4 :
Y fdy(hd=y) :on aura t—t=~1, n=1,
‘f'—‘f.c:al. & par conféquent (=ma-4-3n=0;
Cod 1l fuit que Je quatrikme terme de la féne in-
Wgrale fera zero. Ainfi on aurd.eceveenane

dn/7h ""{’
f;\ \-)+)'v)=(_ 1y + *

. iy =
L ; y | il
B !
’9' -—.‘(-—)x(b+y) =.-.ooc...l.t..
_(_f;cb'-i-u'b!—la)y) (5""1)2
1010‘): :
Scit encore : ; ON Jura fs=e—1,

Jivi(sa0y)
=2, mew—!, ¢==1, be=a', & par confé-
Goent le fecond werme de Ia (Ere intégrale fera
2ro. Done f ' & —— \/(u-i-,v).
IV iz 4) 7 )

La méme méthode eft applicable aux différenrisiles
nomes , quadrinomes, <.
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m

CHAPITRE IIL

Application des regles du Caleul inté-
gral a la rehificarion des courbes,
a la quadrature des efpaces , d 'aple-
nijfement des furfaces & a la cubature
des folides.

75- Pouu faire ufage des regles qu'on a donodes
julqulici, en les appliquant 3 la rectificanon des
courbes, 3 aplanifiement cu 3 la quedrature 68
furfaces , & i la cubature des folides, (iypofons une
coutbe quclcoo?.ue ADH (Fig. 6 ) rapporiée d [axe
AB, & ayant fes ordonnées paralidles encrelkes . &
perpmdicuhim i Vaxe. Soit menée CH parallél
& infiniment voifine & l'ordonnée BN, & DE p*
rilleie & BC; Pefpace mixdiligne BD HC fers b
diféscnrielle ou I'éiément de la furfice ABD; &
comme Vefpace DEH cft nul par rapporc av 106
tangle BDEC, ce retangle pourra cree pris pove
I'é!ément de la méme fusface ABD. Ainfi la fomme
de tous les re@tangles inGnitcfimaux rels que 3DEC,
fera I'sfpace compris par la courbe 4D |, & par les cO*
ordonnées AB, BD, Faifant done AR s x, BD = J»
BCfera s=dx, EHe=dy, & le reQangle RDEC==
ydx qui eft Vexpreilion de I'élément des efpaces. St
on fubflitoe dans cere formule an licu de y fa va-
leur danéc en ¥ & en conftantes, ou au lien d¢
dx (3 valeur donnée par y, dy , & des conflantess
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& qu'on intégre enfuite , Vintégrale fera Mefpace cher-
ché ABD.é‘re et

On peut avoir encore dautres formules ou ex-
prefions de I'élément des efpaces, par le moyen des
felteurs ou des trapizes, qui dans certaines occe-
fons font plus commodes que celles qu'on vient de
donner, On en verra la méthode & Pufage dans
qeeiques exemples,

76. St la courbe eft rapportée 3 un foyer, ou
un point fixe, tel que M, duquel partent toutes
ks ordonndes; que 'on méne V'ordonnée MH infini-
ment voifine de M D, & Pelpace infinicélimal MHD
fera V'élamnent de Pefpace AMD, Si I'on décrit doac
cenmtre M & avec le raion AfD, le petit erc
?K_. Fefpsce DKH et nul par teprore i T'efpace
HMOK; & puilque d'aillears le petit arc DK peut
L Tour la tangente au poine D ou au
pamt K il s'enfuit que l'efpace MOK clt I'élément
< Tefoace AMD,
St Yon fuppofe donc MD==y, KD=d7, la
Muie péndiale des efpces pour les courbes rap-

Portécs au foyer, fera L. Si Ton fubiftiue dans

ctte formule an ficu de y ow de dg lears valeurs
: équarion de la courbe, intégrale ex-
Peimera Vefpace cherché A M D.

,77- St la courbe eft repportée i un diamdtre,
Cefl-d-dire, i les coordonnées iont un anzle obligue 1
e Von méne HG (Fig.7) perpendiculaire 3 4G,
le produiz de HG ou F G par BC, qui it &gat au
Pualldlozramme BCED E:.x PélGuent de lawe
ABD. Or Pangle DBG éane donné, o cunnast
rappore du raion 3 fon finus, que je fappoferai
Sprmé par celui de m 3 &, & failant : _!'mdlcan
i

r:‘o T
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AB=x, BD=y, HG ou FG fera = -2-, &

le pasallélogramme BCED == "’:" , qui et ls
formule €e ces fortes d'efpaces,

78 It eft clair que toutes los parties infinitdfima'es
de I courbe, telles que D H, forment la courbe
cariére , & que par con'lquent DH en elt I'éément;
ainli fappofaae toujours A== x ( Fig. 6}, LD=y,
BC:.‘.\.‘, EH:J]. pcuf les cou[b@" rappOﬂﬁ’
3 leur axe, & dont les coordonndes font un gl
Croit, on avra DH =)/ [dx+d=dy'], qui et b
formule de la reclification des courga.

79 A Tégard des courbes rapporeées 2 lcur fover,
fuppofant MD =y& KD=dj, on aura Ju mené
foraule V{J]'-Q-.l ')

#0. Marts pour celles doae les coordannées for-

2. ment un angle oblique ( Fig. 7), puifgue 'ange

HCG ot donné, e rapport du raion ou cofinus
¢ft aulli dooné; fi donc on le fuppofe égal 3 celed

demie,on aumCGa%. f:‘F-_—_-fﬂ-. &

m
1elxis

Far conﬁqucnt DH= V[dxl.,‘.‘:x.’,T

81. O~ fubflizuera dans chacune de cos formuics
@ Bieu de dy, oude dx, oade dy lears valeuts
relpectives doandes par Fautre varisble & par fs

Hérences, & intégrane enfuite, on zura la lungueut
demandée de 1a courbe 4D,

82. St 'e plan AHC (Fig. 6) tourne autowe
de K droite AC, Ia coube AH engendrerd une
furfece condis que le plan AHC engendrera ua fo-



L Part. Cuar IIL 229

le; Ya partie infinitéimale DH enpendrera une
petice zone qui fera Pélément de la furface produite
par la courbe AH, & le plan inhoiéhmsl DECH
&erira un folide aufl infinieélimal qui fera Féiment
¢ blide engendré par ke plan AHC, Mairtenant,
5l ¥agir de courbes rapportées 2 P'axc avec Jes co-
ordontées 3 angles droits, BD ¢ame =y, & -:-

exprimant le rappost du raion & la circonférence, Fex-
Preflion de la 20ne infinicéfimale, Celt-3-dire la formule

générale pour les furfuces fora — |/ [dx"4-dy'].

€3. L'atre du cercle qui a pour rajon BD ou
7 eft —(:-%-; sinfi Pexpreflion du cylindre infiniment

P‘titmgu\dréparlcre&ang!e BCED, fera L2 il

ir g
& comme il ne differe du folide engendré par le plan
BCHD que ¢une grandeur infiniréfimale du fe-

cyyfx

@nd ordre, la meme quantité fera 1a fora

mule géndrale des folidas.

84- QuanT au cas de la Fig. 7, et dire
borfque les coordonnées font un angle oblique, il
fur faire aceention que le raton du cercle , fur le-
guel fon polés la petite 20ne & le petit ¢y tindre, n'elt

P CH==y, mais CH= -‘-‘;‘- cue I'éément DH

Qui engendre fa zone n'cﬂ' p:s Vdx=i-dy'], mais

V[‘x'.g..d]-.g. Yol rirlole ], & que la havreur
m

dv petit cylindre neft pas BC=dx. mais FD=

Py

A’
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lx+-'-?-; ainfi Ja formule des furfaces fera dans
cay ; g Yedydx

e cas -—V[-‘X +J] +_-i——]

rm

85. L produit du cercle qui a GH pour rsion par
: . canpy ey
la hautear FD , Cefl-3- dire -—-----(dx-&-—-;—

irum

et I'dément du folide engendré par le glan AGH;
foultrayant de ce produit, ——m2?l 47 i

irEm m

Pélément du folide engendré par le triangle HCG Je
refte fera I'élément du folide engendré par ke plan
ABD;&PII’CM“Q!&M canyvéx f 1l formale

tfmm

générale des folides de cetre efpece.

86. A Tégard des courbes rapportées au foyer,
comme I'angle D MB (Fig. 6) eft variable, & que
gu conféquent on ne peur pus avoir Ja valeur de

D ou CH, raion du cercle qui entre nécellsire:
ment dans la formule de la des furfaces,
& de la cubarure des folides, il faudra, de l'équanion
de Ja courbe r e au foyer, tirer I'équation
de la méme rapportée i l'axe, & procéder
enfuite de l: manitre qui vienr d'étre expliquée; en

ifant attention que dans les cubarures pour avoir
le (olide engendré par le plan AMD, ¥ faue re

trancher des intégrales le cone en ndré par le trian-
gle MHC, . anatod

§7. Vorct la manidre de paffer de F'équation
différentielle d'une courbe rapm{c au f;;:t y &
fon équation rapportée a l'axe.

Que F'on confidere en méme-tems la courbe ADH
(Fig.6) comme rapportée au foyer M & & l'axe
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AMB; oa fait que le quarré de Péément HD de la
courbe cft égal foit aux quarrés de DK & de K H, foit
ax quarrés de D E & de EH ; que d= plus le quamré

— w—3

te MD=MB-BD. Failant donc MB=rx,
BD ==y, MD==g, & le petit arc DK==du, on
wn ces deux Equations d{*- dut==dxt 4-dy',
Urzdyy==i1

Suppofons maintenant que P'équation de la courbe
% foyer, (oit exprimée généralemcnt par la formule
Pdp=de, dans laquelle p cft une fondtion donnée
de 7+ on aura dp-bppdps=dx'4dy'; & fi Pon

d —'"l’ .
m L —‘.S.—-—— ]
au liew &‘]a'ﬂﬂ\f TS tirée de

l“lﬂltion Xx=fyy==317y, Oh trouverd dp* =+
Ppdp=dria ";:—’;‘:" . qui fe réduit A
Prdp (y—xx)==pidx —2xtdrdytrzdp,
(dx—zxdy
Vitg—xxl
Il finr foumertre encore cette &uation & une
ormation qui en fépars les indérermindes 5 oii en

& en tirunt la racine quarrée, pdy =

viendra facilement & bout, en fuppofant .r=—¥-i

& par conféquent dx == -'—"!—-E-q—{‘— On challera
unl x & feg fonctions au moyen de Péquation fub-

fidiai plt St Sids
e, & on aura ~——== Vikk=qq;

cete dernidre &quation la valeur de p donnée en 7
¢ft telle que la quantieé "f: phiffe fe rédvire 3 la

diférenticlie d'un arc de cercle, X qn;aprés les in-
v
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tégrations nécelfaires, les deux arcs de cerde foient

eniceux comme nombre & nombre . la courbe fera
#'2¢brique, & 0n aura fon équation en termes finis.
a5 1out auire cas, la courde fera rranfcendante.

Exemersr

SOit —_ zd{ == "équation d'une
Vie—hi—11) du, I'éq

courbe & fon foyer, Dans ce cas P l“__:",‘..;g] ;

en fubflituant la valeur de p dans P'éguation ..E.;.S. -

""""‘-—“ on au a2
VIith—gq] * o vice—sby—1ii

b4 ki
v Chh—ggy J¢ fuppofe b+ g==t; donc bb+
3br+tl=“. & bb-f':-—-gb‘_tt; & l.

. > dt
f i — ]
ubltitution me donne T TI=T)

dg
VIikk—g9]"

Suppofons le cas particulicr o cc - bb==ki,
on auroit slors remg, celt-dedire, b ==
4
-vi:-; donc by yy==kx; & mettan au Beu de §

fa valeur, I'équatior de la courbe fera b [xxdyy )+
FX¥yy== hax,

¥8. Ox peur, eu moyen de Iy formule que j'ai
convée , palier auli de Iéquation dificzentielle d'une
C\“JT"Q. r&ppoﬂ.fe 3 fon axe, 4 l‘éqmtion du k}'tf:
6o Vol quelques exempla,
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Exzurece L

On demande Péquation au foyer dan cercle, en
prensnt un poine A de f circonférence pour fover?
Soient (big. 8) AH==t, AG=x, AC==7==

Vhx, & que on fe rappelle la formule -f-?-a
dq s 3 kx ¢
w. ol 'on a pris g Puifque
Tégoation du cercle donne hx==g7, 00 aura g==1;
anfi faifane difparoitre § en mettant 33 fa place, 00

d
" - _— - i oou’="",—:—'—-'
1 Vikk—11) vkh—33]
Sobflitoant donc cette valeur de p dans la formule

di= _..if_t._-— 1
Li du, on aun vy == du, égnmn
“ntt!c!c rapporté au foyer A pris dans la circon-

e,

Exexe?rsx IL

On demande I'équation polaire des fedtions co-

Mques rappontées A leur foyer M (Fig. 6)?
Apvelant MB==x, BD=y, Péquation géné-

tde, qui embrafic toutes les feGions du cone, eft

¢t = |[xr+4yy} En effec, lochpue

€=}, olle exprime la parabole dont le para-
Witre ot 24; lorfque b >¢, elle convient a
vabd sab

Fellinf o -

'P.e dont o & i) obe les
Premier & fecond axes , & done la diftance du foyer
@ ommer ¢ft T%—; lorfque b<C¢, ¢lle déligne

Fig-v.

Fig &
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. salbéb ; sab
Phyperbole qui a — vy P vl e

fes axes, & dont la diftance du fommer au foyer

) o
eflt encore —‘-s:f— i enfin fi c= 0, e'le apparrient u

cercle dont le diamétre == 2 4. Mais V{.r.r-i—»]-:-':s
donc d:h‘—:-z{: de plus kx==1¢; donc ¢ ==

A o bA 2th o
B bk Ry &
abckdy 2i i _ AEhA _
T ¢ mais qqm=—
rabbhhk sabbhk dy
S * .‘nﬁ e S — S
ex T ey ! vith—gq]

- cbahdy

vV [RAcoqget"ha s aabr A3 griiny)

péT | . > abk
3 ’dm"'v[u«“-&un....mq_.m;‘
& puifque pdys=du, Péguation cherchée fer2
=t ab kdy

rentiant , -

— "o
Vikbeogy—bikbig+ sabbbhyemsabbht )

Le figne néganif a lieu lorfqu'on compre les abl-
affes, en allant da foyer w‘q‘}ocma .P& le {igne
politif lorfqu'on les compte dans le fens contraire.

90. Pour prendre une idée (uffifante des courbes
rapportées au foyer, examinons leur conflruition.
Soit BCD (Fig. 9) une de ces courbes; appelions
7 les ordonnées infiniment voifices 4C, AE qui
partent du point 4, d5 leur différence FE , & du
Parc infiniment petic CF décrir du pole 4; & fup-
pofons que la nature de la courbe foit généralement
exprimée par V'équation difiécensicile pdj=du, dans
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lsquelle p oft donnée en 7 d'une maniere quelcon-
que. Remarquons cependant que le premier membre
Pz, ayant pour variable les 7 qui parfent toutes
du point 4, cft incégrable ou algébriquement ou par
les conftruitions; mais qu'on tomberoit daus Verreut
i on intégroir Pautre membre du, en I prenant
pour 13 diférentielle de T'arc «, puifque I'éiément
dx croit ou décroit en deux manieres; favoir, per
ls-méme , & fuivant que les ordonnées AC, AE
wgmentent ou dimiouent. Pour éviter donc tout
parslogifme , avec un raion A@==r pris a volonté,
: dé&ﬁn un cercle IGH; ontpnudéa dans la

conférence un point quelcongue J, qui fera comme
un point fixe d’gg Pon comptera les arcs 1G, IH
qui vont en croiffant. On prolongera, 'l le faut ,
s varisbles AC, AE julqu'en G & H, & les fec-
teurs 4CF, AGH feront femblables ; on avra par
conféguent 7 :dustr :GH, que jappellerai dg;

dofi 2L = gy, Mais par Péquation géoérale de
ki courbe , on a pd;=dn;dom-!-§3-="—f‘f°°“
e Jl:_‘_=49. Intégrant maintenant, on aura

f "zsi'=¢ —IG. Les conftaates sjoutées ou foul-

traites de Pintégrale changeroient feslcment fa 6-
taation du point L

Exexrers L
Confiruire la fpirale Jogarithmique dout I'équa~-
tion ¢ft —‘:1-:«18 ?
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4 é ;
On a du == ':’ ; done “' = "",oul'ucﬂ

parce que le raion AT cR pris & voloné, fi I'on
d
fait ba=mr, & qu'on prenne « pour 'unité, __{_r_ =dy,

& intégrant L. ;== g, éqnation manfcendance , mais
dont la (onﬂm(;ionqcﬁ ien fimple,

Exexrere 11

Conftruire 12 fpirale hyperbolique dont la foa-
tangente conflante eft a, & done I'équation eft par

conféquem-‘-?-::du?
Oa a lumi!-?-; donc -—‘-’-‘i=dg; & inté-
- £

grant, on 3ura b — o gy &es

Dans ces conltruétions on a roujours I'sre de cer-
e IG, qui fait le fecond membre de ['équations

Vautre membre —:-?-?— peut ére intégrable alge-

briquement comme dans le fecond exemple, ou pif
la quadrature de Phyperbole comme dans le premic’,
ou enfin par d'autres voies plus compofées, Ainfi
il 'y 3 qu'un feu) cas ol nos courbes puiffent écre

algébriques ; c’elt lorfquon peut ramener f ,ﬁf;.L

¥ la re&ification d’on arc de circoaférence, qui ait
un rappoct de nombre & nombre avec arc correl-
pondant IG. Si le rappore eff fourd, la couebe fera
méchanique, & méme ne dépendra pas de la qua-
dracure du cercle ; fa confiraion fe réduira 3 on
autre rrobléme qui confifte i divifer les arcs de cercle
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fuivant une railon donade quelconque; ce qu'on peue
cfleltuer par le moyen dequlen fpirale d’Archiméde,
o per fa quadrarnice de Dinofirate.

N peut tirer de ce Qui a éeé dit un autre moy=n
le Fcﬂ'« de Texpreflion des courbes rapportées
& foyer, & Jeur équation par rapport 3 laxe, &

o . rpd rrds
ticiproquement. Car puifque — - 5 e
(0 26) en appellant ¢ la tangente X, cette tan-
gente ¢ fera donafe en 1, ou alzébriquement, ou
néchaniquement ; mais A f=r, AK=)/[rr-+11],

AM=yx, MC=y; ainfi -—:1- = ]/[rr+uI. &
0rés les édudtions convenables,

nigy—rx!

x
- "'"':-i or, t eft donnée en, & 7=}/ [sx+y )i

o0 eft dong parveau & Péquation locale de la courbe,
relstivement aux axes, qui dunne le rapport entre
coordonnées ordinaires x & y. Sii'on fuat la meme
toute , mais ¢n fens contraire, on paffera de I'équa-
Uom aux axes 3 Péquation au foyer.
Je reprends Pexemple du o’ 87; C'cft-d dire

s con 13 4 ’

N gy e it

oyer, pour la rapporrer 3 Faxe. Puifque I'on a pris

My ==du pous Péquation générale des courbes polzires,
?

00 2ura dans le cas préfent p= g T R
d

valeur qui fubfticuée dans Péquation -2;—'-=J'r-=

rrdt rdy reds

T donnena Vie—ibg—gt)  rreee
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Je fuppofe b4-7=1, dy==ds, & par conféquert
= 2b =g y=sbb=—s1; ce qui transforme I'éguation
rds rede

Viccebdbei:) = eraett

. & shis
Pon fait cod-bb==hh en celle-ci T =

—— Mais Tintégrale du premier membre

(n°. 37) eft un arc de cercle (dont le raion et b
& le cofinus ) multiplié par la fradtion confteate

en celle-ci , o2 b

rrde

-;'-: & Vintégrale du fecond eft un arc qui a powr

raion r, & pour tangente r; donc le ier arc
elt au feconz X co;l'l?: hoeltar, deft im qu'ils
font cor’eux comme leurs raions; ce font done
des arcs femblables, & les tangentes font propor-
tionuclles aux raions 3 & puifque fa tapgente &4

k
premicr arc cft -f- V{hh—1s), on aues —
V{th—n):essher, Celta dire l"-=-:- V[h—els

r
remettant donc ta valeur de ¢, & fubftizuant s

LY T ) - e
4 ¢, 0naura 'r' = rvi ol 14 e,

b7
équation réduite aux axes, qui ne comtiendra qué
les coordonnées x & y, fi l'on met au lieu de
i1 fa valeur xx 4oyy, & qui fera la meme que celle
qu'om a trouvée an n® 87,
Pour paffer de I'équation des axes 3 celle du
f“)'ﬂf . J¢ prendrai l'excmplc Iéu v 88;1) y &oit
on Cc cette équation su le g=|hkx;
Fig. . (Fig. 8), a it
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La tangente de l'arc 0Q, dont le centre et A
rv [AR —ul_

& le raion r, donnée par 7, eft =3
£ Ton fublticue donc dans la formule dq=—'-'-‘L-

rre-a
tu Feu de ¢ & de Je leurs valeurs, on aura —dgz=—
rdy

s S
Tac ¢ diminue. Mxislg::'—:"-; on a donc—’:—.aa

i 0} ‘eft--di 248
L R ot 1 o el

Qi g: la méme équation qu'on avoit trouvée au
o, 88,

91. Les formules particulitres que nous avonstrow
Y3 pour les cas od les coordonnées des courbes fone
U angle oblique , ne font pas moins néceflaires, parce
3;’00 peut roujours transformer ces équations en

awtres ol les coordonnées foient 3 angles droits,
Prés quoi on fait uf4§e des formules ordinaires.

En cflec, que l'on fuppofe HG =p (Fiz.7),

Acaq; ma&)ﬂc’m%.’ﬂ""‘g‘(eﬂ
fifie comme ci~delfus 4B == x, BD =y,

3 je mets — dg , parce que 7 croiflant,

fiion » rajon L3 AT
lin.&l'-’l"ﬁlt =T' cofines —T) 1 oo g
m
'"Lo -l’::sq—..’.i-:q——:-?—. On fubﬁituem

Cars Féquation propofée au lieu de x & y ccs valeurs
dunnées en p ape;. & on wura ['équation dt la courbe
avec (es coprdonnées perpendiculaires entr’elles. Mais
U arrivers trés-fouvent que I'équation primitive, de

“‘- T
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fimple qu'elle étoit d'sbord, deviendra affer com-
polée par cette transformation ; & méme que les
inconnues qui étoient [Epardes dans I'équetion pro-
pofée, nc le foienc plus dans la transformée, &
qu'on ne puille pas ks féparer par les regles ordi-
naires, foit de la divition , (it de Pextradtion &s
racines, &, ce qui ocealionne une bien plus grande
difficulté. Cependant il fera bon, dans plufiears <5,
d'c(razcr Pere & Pautre maniére, pour s'arache
i celle qu'on touvera la plus commode.

01 ¢ft tems maintenant d’en venir aux applicatioss,
dans lefquelles je fuppolerai toujours que les couts
données des courbes font 3 angles droits, 3 moEs
que je n'avertifle du contraire.

DE LA QUADRATURE DES ESPACES

Exzasrre L

92. Quarrsr lo fegment ADB de la parsbole
ordinsire ABC (Fig. 10), domt Péamtion <f
¢x=£y. fon abfcifle quelconque AD éram =5,
& DB==y? Dans la formule généale des efpoces
(ydx), on mettra au licn de y fa valeur J/a¥,
on aura dx]/ax, dont Vintégrale eft ;x]/ azle
La grandeur b eft la conftante qui s'sjoute aux 8-
tégrales, & que nous sllons déterminer, Aa pownt
A, lorlque x = 0, Pefpace ef} nul; donc Vinégrale
ixV/ex4-b qui exprime ce: efpace, doic i
€tre zero, Si 'on it donc ¥== 0, dans 1'équation
i XV ex-tb==0, on trouvera 10} a04-5=0
Celt-d-dire, d=0; ce gui indigue que gens @ (38
h conltante qu'il faur aiduter 3 Fintézrale eft oulles

Lefpxce ABD oft done == tx ) ax; ms

Ax=my; ainfi ABD::;:,, cefd-i-dire, avx
deux tiess du re@angle formd par les cwfdcﬂﬂf’gl:



L Part. Cuar IIL aqt.

Si Yon vouloit Pefpace renfermé par une abfciffe
déerminée , & «par fon ordonnée, par exemple ,
x == 3 a; puilque dans ce c» iéqmuon do
la courbe eft y=]/[2aa], 'elpace fora ;aa}/ 24
Si les ablcifies de la parabole n'avoient pas leuc
origine ou fommet A, mais 3 un point donné D,
&que AD foit par exemple =4, DE==x, le para~
métre == f, I'équation alors feroit Jy—af-{-fx,
ﬂ:l/[ af4~fx ). Certe valenr mlll daus le los=
dx domm'on dx}/[af4fx], dont Vin-
‘Gsnk i(a-x) [¢f+j x]-b eft'clpace DECB,
POW déwmmet ict la conftante b, on fera atten-
q'an point D, ceft-d-dire loffquc x==0,
ar“ cﬂ aufli zero faifant done x==0 duns Vinté-
égalée elle-méme & zero, oh aura el af+

b==0, & par conféquent b::-———-ch; ainli

Vintégrale complette & par conféqueut Pefpace cher-

ché CEB-——(J—{-:;V{«]-{-[:]--&&/.[
Si Pon compte les x de E vers A, que

tne abliffe quelcongue ¥, & que AE==ga, I'équa-

Voo fera af S~ fx == yy; on aua ydx==

‘?V[cf—fx] & Pintégra'e fera — | (& ~—x)

{-—]x"-i-b. Mais Iorfque x==0, l'clpace cft
faifant done dans P intégrale x=0, on aura
““Vaf+b—o. & par conféquent b==3a )/ afi
d°“¢|'¢fPicc F DBGCs=3a)/ af —;(a—x) af—fx].
On 2 vis qu'en générallefpoce parabolique AE C==
1AEXEC, que de mime l'elpace ADB=:ADx
DE: donc Felpace DECB==: AEx EC— ADx
DB; ce qui saccorde avec le caleul dans T'un &
das Panrre cas, Celt a-dire, foit quon compre les
x ée D vers E, ou de E vers D,
Prenons 'équation générale des pmb(;!a de tous
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les degrés a"x*=y; on auna ydx=a'x'dx,
dont Iintégrale donne l'elpace = ";:_; +b;
mais lorfque ¥==0, on trouve aufli b==o; ainfi
il me faur pas ajoutcr de conflante, & Iineégrle

M oadr
41 L
re’'z *

Rogur

trouvée et complerte. Si l'on weut

mettre au liew de y fa valeur a’x", on trouvers
r

L o g

xy e 'elpace cherché.
Exexrre IIL

$3. Quarrer la courbe y=/[x4a]?
On a2 ydx=dx[[x+4a], & intégrant o0

~ o
trouve ﬁd:-.—.: <o (xda).(xd=a)™ 4 b
Mais lorfque x=0, on a b==— = aV/s;

-1

donc Vintégrale complette ou Pefpace demandé =

(o] -~
T AV )= xa Vs

Exsxerre L1

% g’unna.rhypcrbok entre fes alymp-
rotes, ot l’équmon cft Ay==3¢? On {u?pJG
Vg, AB==x & BE=y, (Fig, 11).

d
— prés avoir ineégré

On a iciydx=

ﬁ“ =mal.x~45, dans la logarithmique done la
fou-tangente == 2, Muis en faifant x=w 0, 02 trouve
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dass Pintégrale le logarithme de zero, qui par la
vature de la loguithgliquc elt une quantgté !:ﬁnio
& négative ; donc la conftance b quiil faur ajouter
i Motégrale, et une grandeur infinie & pofitive, &
par conféquent V'elpace renfermé par la courbe £ F
prolongée & l'infini , par l'afympeote & par les cooce
données A B, BE, elt infini.

St I'on propofe Phypesbole du fecond genre de

Péquation &' ==xyy;ona alors _yl.r-=d.rV[-:‘l— $

& [ydx= 2}/ [@'x] b Mais la fuppoficion de
r==0donne b==0; il n'elt donc pas befloin d'sjouter
de conflante, & Fintégrale complette cu Vefpice
ABEF infiniment prolongé du cdté d'en-haut eft
2V [a*s}=2xy, quantité finie.
Si I'hyperbole éwiz celle de I'équation o' ==
¥ry, on avroit ydx = cx:x 5 &fyd: = —
3
‘7-!-5; mais en faiflant x=0, on ab=-i:-

ui eft une quantité infinic ; il faudroit donc ajou-
ter cne grandewr infinic & Vinégrale pour la com-
Pléter ; mnfi l'efpace eft infini.

Soir Y'équation générale des hyperboles & ** =

R -

¥y ion 0_7-4_;-:_: , & par conféquent

P Lt
N

f]lxa e b Sim==1 &n=1,

M w8
Celt i-dire fi xy=aa, on aura ﬁdx=-:5-+6.
"{“mité infinie 5 ainfi l'efpace fera infini, comme on
2 déja wu

vil,
. Sims=3 & m==3,ou bica fi n==2 & m==1,

Qij
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ot le cas des équations a'=xyy & o'==x1)
qui ont déja cté examindes.

Sin==1 & m==3, I'équation eft at=xy, &

Pon & [ydue=? aix' b5 mais la fuppofiion de

x==0 dosne d==0; ainli Pintégrale eft complette
& Vefpace demandé, quoiqu'infiniment prolongé dans
Ja partie fupéricure, =)/ [ xxl=:xy, quanité

finie,
Si ne=y & memy, Téquation eft gt==x'y, &
on aﬁd::::— i ~+b; mais la fuppofi-

Ixx
tion de x==0 donne b == o ; donc Pefpace elt infini.
Sinm1 & m==4, del-d-dire fi I'équation oft

&'=xy', on tunﬁd.rg%V[a'r’]q-&; mais

¥==0 donne b==0; ainfi Fincégralc §]¥[a's"]
ou :xy et complerte & finie,
Si na=g & m== 1, ou (i Méquation eft a*=2x'y,

on mﬁd::—-— ,—:"_4-6; mais x ==0 doane

b=, Pcfpagc fera d;)'nc infini. Et ainfi des autres.

nons maintenant Porigine des ablcill: int
B, & cherchons efpace BCDE ¢y fuproma “m :.:‘BP:I-.
B_C,— ¥y CD ==y, S sagit de hyperbole or-
dinaire doar I'équation eft by 4-xy==aa; on

m]a——L‘—,yd:=-‘::—_‘:— , &ﬁdﬂg
ale(box)otef, dank 1a logarithmique dont 1a fou-
tangeate = a. Pour déterminer la conflante f, on
fera x==0, & on rouvera fe=w g L, b; ainfi llin-

tégtale complette ou l'efpace BCDE mu o L.(b4-x)—
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¢L.b. Si Fon prend BC—= x infinie, L.(b4x)
fera infini ; par ofi 'on voir que l'efpace EBCD
whniment prolongé vers C eft infini,

Prenons x négative & égsle 3 B A=—b, alors
eL. (b4 x) eft égal 3 a muliphié par Je log, de
2e0 qui eft une grandeur infinie & négative, Ainfi
Fefpace eft négnti%. c'elt 3-dwe du cieé de M, &
wim comme on I'a déja vu. Donc dans Ihyper-
bole ordinaire Pelpace renfermé par ls courbe & par

afymptotes, ¢ft infini de pare & d'aurre.

§il sagic de Ihyperbole cubigue -de F'équation

b]+xy)= a', onaura f yda== 21/["“'*'"‘}"'] ;

mais s fuppolition de x==0 donne f==—21/Ta"V];
dong l'imé':rfle complette ou I'e EBCD =
2V [btat ] —2 VL«'&]. grandeur algébrique
?nl;c: Si x cft infinic, Vefpace EBCD fera aufli

m,

Si Fon prend x négative ==BA==—b, Vinté-
S."" fera —2 [/[a’b ; 3infi 'efpace fera néganf,
celt-i dire que Ceft Tefpace FEBAM, & il fera
bai, quoiquon le prolonge infiniment du c6té de
M, comme on I'a déja vu.

Si 0a propole 'hyperbole de I'équation (54"

a .
'. ;
IJ=a';0n tmmﬁd::-——-—b —-+-fi mais

T=:0 donne = -f-;-; donc Tintégrale complette

. Lot
+x

0u Vefpace EBCD fera == ‘: —

' -
Qe x eft infinic, le terme —-—5-:-._-;— devient égal

i 2er0; ainfi Pefpace foea Bini, quoiqu'il s'étende 3
Mntini dy coeé de C. Si x éoit ndgative b&_?Bdﬂ
tij
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2 . &t a3 . a2
——-b. l'mtégub feron T _ —;— 3 Mals - T
eft une grandeor infinie & négative ; ainfi l'efpace
eft infini du cbeé de M. -
Ena opérant comme I'on vienr de voir, on trouve
z;e Pefpace renfermé entre Phyperbole ordinaire &
alymprotes, eft infini de part & d'autre ; que
celui qui e compris entre les afympeotes & la pre-
miére hyperbole cubique eft fini du céeé de M, &
infini du cbeé de C; qu'an contraire |'elpace de ha
feconde lg'perbolc cubique ¢ft fini du coté de C,
& infini du cOté de M; que celui de la premitre
hyperbole du quatriéme degré ft fini du coté de
M, & infini du cdeé de C; & celui de lu feconde
du méme degré eft fini du cieé de C, & infini du
coté de M, &e.
On peut aufli faire ufage des féries. Je reprents
i cet effer I'édlément de l'elpace BCD E de Ihy-

perbole ordinaire, favoir :_‘:: . Je le réduits en
T oo qui & u‘d: o5 “::x T u.:l,l_t‘__
adaxidy carx

S 0. dax
~— &c; & intégrant ’"T—Tﬁ-*

aax! aaxt . » :
— ~4= &¢. Cetre fuite continuée 3
$ ) 454

Finfiri donneroir exaltement lefpace BCD E; G on
pouvoit la lommer, on auroir cet efpace exprimé
elzebriquement & en termes finis, & Ia quadrarure
de Fhyperbole feroit connae; mais comme elle n'eft
pas fom:,nab;e » Plus on en prendra de termes e
parant du premier, & plus on spproche la va-
our cn&oPdc l’efpuce.P’ x e

Si Von prend BT ou x da cbté des abicilles né-
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gatives, Péquation de fa courbe fera by—xy==aa.

On awa par conféquent ydx == —
x arxx

adx . & rédui-
b—x
Qmmféde.&int‘gm“ﬁd"': ‘: gy T -+

o Ll BTPE. Lol
;“ .‘. + Sb‘ +&c= P . ri
e BT=BA, I férie exprime l’cfpace FEBAM
finiment prolongé vers M ; elic devient alors aa—
t

_'.g..f.’.'...*. _f_:_.q.&c,quiaune valeur infinic;

Fefpace eft par conféquent aufi icfini.
Exemepre IV

95, Sorr fupgfée Yhyperbole équilasére OC
(Fig. 12) entre fes afymptotes AS, AB; & loit
fait AB = BC=a, Bl=—zx Que I'on imagine
une courbe méchanique BEF relle que le rectangle
de 4B par une ordonnée quelconque 1E foir égal
# lefpace hyperboligue correfpendant BCOT; on
demande Pefpace indéterminé SABEF? Soir Por-
donnée IE==7. Puifque dans I'hyperbole équilatere

b==4, Pefpace BCOI <ft =¢x+-’-}~+.—:-:7- —+

fax?) sax

x\ x7 .
S X &e; donc par la propriéeé de la

442 sald

Xz x? 2!
courbe on aura =y ¥ - +-;—:-+&ca

, »x x x4
& par conféguene [dx=—F o+ I
‘,f"",“'i"-:-:—‘-%-&c:al'efplcc BIF; & i lon
ed Ay - A
peend xu.’:;Bd. la {érie exprimsera l(s.‘ pace entiee
X4

Fig. vsi
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SABEF infiniment prolongé , & deviendra -:,-'- e

elod i AL fian ~4= &c;or il cft clair que
o H T jo

cette férie oft fommable & ==a4: donc Pefpace

SABEF infiniment prolongé eft quarrable, & égal

au quarsé de B A,

Exernxrere V.

96. Soxr FPhyperbole ATC (Fiz. 13), doat
DA==2za et le premicc axe, p le parameétre,
lablile EB=x, BC =y; & par conféquent

Péquation oft xx— 2q == ';"' ; on demande

Pefpace ABC? On auma la formule ]dx===
ax V[‘?ﬁ“;:ﬁ:]i fi Poo fait difparcitre le

a
figne radical , & qu'on paffe 3 Pintégration, on trou-
vera par la voie ordinaire, lintégrale qui fera partic
elzebrique & partie log:ithmique ; ainfi ly quadna-
ture de l’c?acc hyperbolique ABC dépend de la
defiripion de la Togarithmique,

S on’ veut Fefpace ACHE, on ménera MT infi-
riment voilineds LC, & Pefpace infinitéfimal { 1CH
en fera I'élément ; la formule fera done x d ¥, dans
lquelic on mettra la vulewr de ¥ dounde cn y
Par Péquation de la courbe, & on aury x4 =

dy V [~"”—:'-'-‘-'LJ. dont Vintégrale dépend éga-
lemene de I logarithmique,

Si Pon fubflitwoit, tane dans P ¢lément ydx du

premicr efpace, que dans I'élément xdy du fecond,
bes velours refpcctives de dir & de 4 'y doandes par
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Féquation,, on trouveroit parcillement des intégrales

dcll:“mémc pature. s e i .
r appliquer ic l'ufage des féries, je pren
ke fomuewxly de lefpace ACHEA; jai donc

. :4,===d,ﬁl,”-[}lfllgf:fﬁi{]. Comme les coof-

tintes n’apporrent sucun changement 3 la méthode,
)¢ fais pour plus grande facilité 2a==p, ce qui
revient su méme que de fuppofer Fhypeibole équi-
lardre; Jai rd]ﬂd)l/[]y-i-u]', & en rédu

e ndical ou fiie & dy e aidyde 22 —

14
24 . . ey 'y
k2l \bat 1y @’

-4 &¢; donc ﬁ.{y ou

Iefjoce ACHEA == ay oo -2 =2

4oa’
P $2°
Totbar g.18ba

fommer ; fi on la foultrait du re&angle ¥y, on aura
lefpace ABC.

Soient menées du centre E les droites infiniment
voifices BT, EC; foic AKP 1a tangente au for-
et 3 & que du centre E on décrive les peties arcs

KQ, TR; on aura 4 -=_£,L‘xp=f_'{’.;‘1-"l,

xx
ay {xx+y¥]

ET‘V{::.*.JJI.EK:.—— - .mp‘m.
les triangles femblables PKQ, K E A ou TEM don-

dy——ayd
Berone K Qs A5 025
xy {xx+)y]

EKQ, ETR, on aura TR=

= &, [érie qu'on ne (ait pas

, & par les fefteurs

r()——;dt..
Vx4
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iETxTR ou Péément du feGteur ETA fen

S 8 Pow:y febllions A 3 &' dy lows
A

valeurs données par Péquation de hyperbole égsi-

lattre y= )/ xx—-ga), on aura Ass

sy [xx—za) '

& intégrant, [ a o oule foleu BT A=

1y ([xxemaa)
o -:— L.(x—/ [ xx—aa]} dans la logarichmique
dont la fou-tangente ==, quanticé affectée du figne

—, parce qu'il faur la prendre du cHté négaif.
Si T'on réduie 12 formule en férie, on troaver

sedx aidx adx 30 dx
‘WX r——ag) - e 4x 10 x!
ta' ¢ jvavdx

— -

1 »? 346 XV ’ &Co M‘i’ Poor in:és'cf lg

cmier terme , il faudroit le réduire lui-méme ¢
_fr}e_; ainfs on aura plutdt fit de s’y prendre comme
il fuie,

Soient EM==x, MT—y, AK==g, KP =41,
KE==p, AE==a, & le demi-axe conjugué ==

On aura KQ-_'_:l, sr.,.!.".'_,m-._-.-i?-.&

xxd

par conféquent : ETxTR== L.; mais Péquor

tion de Ja courbe eft Ja.-—:-l/[rx-—u]. & les
tiiangles femblables EAK, EMT dopnent y==

x3 . andd
—~; donc jr=>b}/[xr—aa]. & it Tl

s (bbe=10) ="
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Rt

apedy | arfdy ar'dy &
N By T ey + &3
i abhc Pefpace ETA
'"és""'fa.m—-m i Jm' o
or o.opY. eyt ay’ ay o
i 50 1084 148° e 1846 +

Exexrre VL 3

97, Sort Ye cercle ABD (Fig. 14) dont le dia-
métre AD==a; on demande I'aire d'un demi-feg-
ment quelconque AHE ¢

Soiear AE ==x, EH = y; Péquation fera y==

[ax—xx]; donc ydx=dx}/[ax=—xx]. I
¢roiz inutile ici de chercher 3 délivrer cetre quan-
teé de fon radical, ou & la transformer en une autre
Qi fir inégrable, foir algébriquement, foit par

arithmes ; car on tomberoit toujours (comme on
e remarqué n° 37 ) dans quelque formule qui dépen-
droit de fa quadrgtare ou de la redlification du cercle;
| faut donc recourir dire@ement oux féries. Ea
teant done la racine quarrée de ax — ¥, on

L3 - !%lx
rouvera l:]/[dx—x.\']'sa'x'dx——""i‘ _—
' a
; »
ot J" - "Yd" — &c 3 & par conféqnemﬁlx
8" 158 "
.« 3 x‘ X'-
o4 Pefpace AEH=T8's"— = —""T ~
’.' ifa
ot
— &
na

Soit maintenant Je raion CA=a, CE=~,

Fige 14
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EH=y,onaura y=]/{aa—xx],ydx=adx—

»xdx xidx x'dx gxtdx
2@ = a7 = 1627 ngar '
conféqoencﬁlx ou Pefpace CEHB=ax=—
S s S . - &¢. Pout
Ll 40l tgaa’ 1i§sa” N
avoir la furface du quart de cercle, il n'y a qul
ﬁiu I=xq, Ce qui donne ga .._ii_.:i- -
é 42
¢a XY

g ~~ &c. Le quadruple de cecte fuite

(LB I
exprime lsire entidre du cercle.

On peut aulli chercher 'sire du cercle, en cu-
¥onant un fefteur. Soic mene CK infiniment voi-
ine de CQ , (it décrit du centre @ le pent arc
QS; & fuppofons Ch=a, AQ==x; on wn
QN=dx, CQ=)[eatxx], QS==...

ais esdx S5
7(-.:-0-:;1 » MN= . ; ainfi le petit fec
teur CMN, qui eft Péément du feéteur CAM,
P .. - S'dx alaxdr

Ss(daxx) rae 1
alxid byt 4. Yy '
.__;f‘,r . :‘. ¥ +3_;;6_§___&C.D°M,.m_
3 a'dx

1égration M'fu—“:.(u-o-", , ou le feQeur
CMA: ied — x? i 22 x7 e

3 ' 6 £ TTL SRR -+

x

wer &, LO!((NC Varc AM eft 1a' moirié du
quare de circonférence, on a x m= g & la fésie de-
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Wi B O B ~+ &c, dont le
: 6 10 14
docble, favoir, ag — — s ': -+ &c,

3 s
aprime Je quart de cercle ABC. )
5t au hiew de prendre le ralon ==a, on le prenoit

= V[.‘:_] on auroit le quart de cercle ABC==

ia e ca ca >’ o
S = -t e —— == &c¢ ; mulnp'ant
W par ¢, & fouflrayant réellement chacen des
krmes oégacifs du terme pofitif qui Je précede, on
wn if..;.:_:q.%-g-%-i- &c, qui et la
fie dc M. Leibaiz inférée dans les Ades de
Lephick de Fanoée 1682.

Exxmrre VIL

98. Ox e 'elhipfe BCD (Fig. 15) qui
1 POur axes s::::, AC:&. pour abkiffe AF=x,
Pout ordonnée EH==y. Son &uation eft donc
"

=~ (daeexx)==yy, & I'dément de Iaire AEHC

et ydx= -!-‘-::-V(u— xx). Mais de(u—-—xx)

¢t I'élkiment du cercle BOD qui a pour gﬁamkre
Presiier axe de l'elliple; par o Pon voir que la
Qudrarure de Pelliple dépend de celle du cercle.

mewf‘d" Vld‘_:x]=/’£HC. &

.
JAsY/{ g sx) = EMOA, il senfuit qulun
elrace quelconque de Teliple oft & Tefpaze circu-

Fig. 5.
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laire correfpondant , & que l'elline entitre eft g
cercle entier, comme & efl 3 a, c'eft-3-dire comme
Paxe conjugué eft i l'axe commun au cercle & i
Pellipfe. Mais les cercles font entr’eux comme la
?am de leurs diamétres ou de leurs raions ; fi lon
it donc un cercle qui ait pour raion |/ ab qui ef
une ligne moyenne proportionnelle entre les deux
demi-axcs de l'elliple , ce cercle fera au cercle BOD::
@biaa::b:azPaire BCD de Pellipfe : I'sire BOD
du cercle. Donc la furfoce de Pelliple eft égole &
la furface d'un cercle dont le raion eft moyen pro-
portionnel entre les deux demi-axes de Delliple.
Cherchons I furface de Pellipfe par I moyen

des (érics. On trouvera ‘j‘ Visa —zx) =

bd s '
a sa L Py 16as aya’
bdx byt bzt
& —‘-—]/[u--x.t]mbx-‘—“-—-;—.-" :

e "’:, . &c. Si Ton fuppofe =4

1114°% - 1162
on aura Paire ACB, qui eft le quart de Pellipfe, expric
mée par ab— ab e  ab cab — &6

o 9 ez L15:

Dans la méme ellipfe, foit pris un arc quelconqué
DS; foiene DP la tangence en D, Al==x, 15=-
Ayant mené por le point § la droite 4P, foic menée
enfuite AK infiniment voifine de 41%; & du centre

A f(oient décrits les petits arcs K Q, TR, On aurs

ASoa)/[xx4yy ] AT, DP==l.. AK o

AP — ay [(xx4-yy] N
x

» KP (difiéreatielle négative )
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. -""':‘“J‘ * s &3 caufe des triangles PQK,

x
PAD femblables , K Q= — - ”[‘f;’x‘:_‘;‘)' ;

plus, fa fimilirude des feGteurs ATR, AKQ doare

TRew X242 . o6 TR-AL ou Paé-
Vizx4yy] »
ment de I'efpace ACT fera égal 3 v L y

i, en fubfitvant 3 y & & dy Jeurs valeurs doanées
far éguation de la courbe, devient —— i

: 2y [0a—xx]
Mais —‘/(.‘;:_”J (n*. 37) eft I'élément de la cir-
waférence ; donc la quadracure des fecteurs elliptiques
Gipend de la reflification de la circonférence v
€ L quadrature du cercle, & ce feroird pure perte
Gw'on ke donneroit la peine de délivrer certe formule
¢ fon rudical; on tomberoit toujours dans des for-
Bules qui dépendroient du méme cercle,

Par ke moyen des féries , on touvera que

aldx bdx bxxdx ybxede
Wisa—xx] = 432 16 2%
Sixtiy s betde

4 e o 4 & § & en intégrant onm

jrat asoat

22 Pefpace ATC= ': - i Lot

Lae Scat

by
Iu:'- - L1 , &c. Pour avoir Pelpace ADC,

15c40” 2
Qart de Pelliple, il o'y a qu'a faire x==¢, & 00

b
le ab al 38b §4
wouvery == < "l"“"" 5o + 114 )
Ttal
S &

)
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asé Circur I1xTEiGRAL}
Si cependant on vouloit chafler le radical, oa
n'auroit qu's faire V[aa-—x:}sa—--%,&h

formule fe changeroit en celle-ci 44342 _ Cellei

‘l+‘t
réduite en férie devienc bdy— 5?:? ot ‘:‘f‘ -
byédy v d 3

= b — L — &c, dont Pintégrale eft by~
i bye &’ bpe :
e e e s &c. Lotfgue
¥==g, 7 eft aufli =2, & on a le quart d'elliple
ab eh ch ab
b ——
3 5 7 9
_Enfin, fi Pon fuppofe a=5, Pellipfe alors de-
vient le cercle dont le raion == a; & la dermire
(érie e dlmge en cellect, ¢¢—-:;‘-+..9.-

)
ea aa

el . &c, qui eftla méme que celle dun”. 97+

Exemrre VIIL

99- SO1ENT NAM (Fig. 16) ume cyclomde,
ARH fon cercle générateur , AH==g, AB==x,
BC=dx, BE==dy; fon équation fera dy==

0dx—xdx dxy(a—x) ; '
Viex—xx] o Or Je petit elprce

QEFP qui eft &l 3 FPx PQ= _"_'_!’.Eizia

\r
dx)[ax—xx] eft Vélémene de I'efpace
AEQ; maisﬁ: V[ax—x:] eft I'expreflion da
fegmem crculaige ASB; cone Fefpxce c)':‘;oédé‘

=gl

—&C
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AEQ et ézal 3 Pefpace circulaire correfpondant
ASB, & Pcfpace AMK eft égal au demicevcle,
Mais le reétangle A H MK eft quadrople du deiri-
cercle, puifqu'il eft le produir de Ja demi-circonis-
e par fon diametre 3 donc l'efpace AMH o
tiple du demi-cercle, & par conféquent Felpace
taeal de I3 cycloide eft triple du cercle générareur.
Si on vouloit trouver immédiatement la furfice
AFC, puifque le petit efpace FCBE , celt-indire
Yx eq eft Télément, & que 1'équation de la courbe
R dyee dey/lax—xx] adx x'dx

x .
.r* T

i .
r'dy 3
x'dx

~ &c, on aura, en intégrant. .

.“ ,‘..
f’n’(ar—nj L L o
N ou ,=2“"———-T- —
= ¥
P . i
x \

S s e — &c; ainfi [@ément y dy =2
lﬂl? "‘%

g ¢ 54 T2
- g x'dx
a Qrxs ‘x--:‘Tx- — - ‘x - > —— &c ;
3a* T cént

danc Pintégration donne j}u—ues.-‘i,-f- =
1 » »

sy 1 4
x x
—— - - — &CO

% i :
e 70a" rysa’
Exegmrre IX

109, SoiT ADK la conchoide (Fig. 17): CB
% B4 éant swa, CM=x, MD==,E on de-

Fig, s2+
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mande Pefpace ADGB. Suppofons CG==7 @i
comme on e voit slément , {era toujours donaée
en x & y. Svit CE infiniment voifine de CD, &
que da centre C on décrive s peties arces GI, DF;
on awra Hi==d3. & le trupcze FDGI fora -
ment de V'elpace cherché, De plus, par la fimilitede

¢
des triangles HIG ,BGC,ona Cl= 7—(—:;_—'_—;—;-
& par la fimilicede des fe&eurs CGI, CDF, DF=

L83 adt Muis be tapize FDGI ot =

VIg——as]
(DF-&-G')X-(;—D--: :u:dz-o-a-dg'wnf.
: 13y (jy=—2ca])

I ’ vagdy4ardy i
e oufqv’ln—“l G _
01-(14'.7%’—;4 J—1)tax I'arcl}e ocl'del":
rawon &, & qui a pour tangente —ar =
mppofc que be logali(hmcgcﬂ pris [gm la log>
rithmique dont la fou-tangente eft a 2
On peut pareillement trouver Pefpace foit partis
foit total de la méme conchoide en rapporuant B
courbe & fon axe, Soient dans la méme figure AB=
DG=2=BC, BM=x, MD=1y, & du poirt
G foir élevée la perpendiculaire GO fur Pordennée
MD; on aura DO=)/{aa—~xx], & 3 cavfe
triangles CBG, GO D femblables, BG ou MO=

Bod L [ ; done MD:V[J:-—XI’]"'

x
ey [aa—xx)

. =y, & par conféquent ydx o0
Pélément de Pefpace cherché =dr)/[aa—xx]+

1dxy/(ag—~xx)

- Llimégration du presicr terme
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dépend de la quadrature du cercle, & celle du fe-
c0od de la quadrature de I'hyperbole.

Exexrte X
101, Sorr AMI (Fig. 18) la ciffoide de Diockis,
doat 'équation eft y ]=—:-.--. L'édément de el

Gy

1
' dx

pece fera donc , quancieé dont lintégra.

: (l—-x)" '
tion dépend de la quadrature du cercle. Pour avoir
ke rapport de I'efpace enticr de la ciffoide & celui do
cercle générateur, on fera amgntion que paifqu’on
Ayy== - ‘x , on aura aufli yy(ax—xx)=x*
& yV/1ax—xx)==xx. Or, en différentiant 'équa-
ton propofée ayy —xyy==xz', on (trouve
(6—x)ady—ydx= punce ; & puifque x ==

IV 2z —xx], on a dosc aufli (a=x)2dy ~
7"’-‘-“30’: ax—xx]. Mas fa—x)dy

Tément de V'etpace AMQB, ydx et I'élément
de Pefpace A MP ; & en ntégrant relativement 3

Tefpace toul, on afly.(a—-x)-zﬁdr. Ona
donc qulfi dans cette circonftance, aﬂy (a=—x;—
ﬁ‘-" = ﬁ;(a-—-.r). & par conféquent f dy(a—x)=
3 fix}/ (asmsxx]. Mais lorfqu'it shagic de el

Pace entier de la ciﬂo‘ide.flxl/[a.r—-xx] ot

Faire du demi-cercle 4B N; donc l'el{pgce de ha
)
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ciffoide infiniment prolongée , eft triple du demi-
cercle géndrateur,

On ne parle ici que de elpace total ; mais que Foa
confidére I'équation 24y (a~x)— 3dx|/ [ax—ss]=

ydx, que 'on vient de trouver; puifque dy(a—x)

eft I'éliément de l'efpace AMQB, que dx ]/ [ax—xs]
eft 'élément du demi-cercle, & ydx I'élément de
Vefpace AMP; il cft clair qu’on a tovjours Iefpxce
AMP=2AMQ B—3 APN; d'od I'on déduit en-
core en prenant les efpaces entiers, que I'aire de 2
ciffoide infiniment prolongée, eft égale i tos ‘s
celle du demi-cercle.

Ex'xn.x ) o 3

102. Sort HBD la logarithmique (Fig. 19)3
MQ cft fon afymprote, 4B==a elt zefou.tangcm!:i

& foient KH=y, AK==x, &-3"—’-:: dx fon éque

tion, Onzuna dOOCJdSnadJ;& imégramﬁ dx=

ay=bb; mais en failant y==4g, on trouvera bb=
—aa; amfi Vinégrale complette, c'eft-i.dire T'e-
pxe AKHB==ay—aa. Si I'on prend une sutre
ordonnée quelconque M N = 7, on aura Nﬁ
AMNB=a3—aa; donc MK H N==gy—a7. Sif
Pordonnée EF plus petite qae 48 & =y, AE =%

Péquation de la courbe fera toujours ~Z. == 4 ¥ »
car x éant négative, fa différence eft aﬂﬂi négative ;

mais x croiffant , Vordonnée y dimime ; donc 4
et aufli négarive ; ceft pourquoi P'élément de I'efpace
lera aufli négari€: cet éiément fera done — yd 2 =
ady, done Mintégrale cft e @yeiebb; mais dans la
fuppolition de y==a, on a bb=gga; donc I'imé-
grale complette ou Pelpace AEFB = aa=—a)y
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Lotfe y =0, c'eft-3-dice lorfgue Tefpace eft in-
fniment “prolongé du <deé de Q, il fera =a6; &
par conféquent Je méme efpace infiniment prolongé
du chné de Q, mais commengant & une ordonnée
qekonque EF ==y, fera ==ay.

Exenmrere XIL

103.Soir propo(c’e la tratroire ABF (Fig.20),
dote la propréeé principale eft que la tangente BP
i point quelconque B, et conftunte & toujours
égde 3 une droite dopnée. Suppofons une abicifle
qudcongue E Dwe x, Tordonnée DBz=y, l'arc AB
ée la courbe ==u, & Y droite donnée == 4. Puil-
Vabfcille ED croiflant Pordonnée DB diminue,

1 difiérence fera négarive & exprimée par —dy;
¥nfi 1 propriéeé de la courbe donnera cette équation

¢
"-"—‘f—ma. dans laquelle mettant Vid=*4dy']
—dyy/ (ag==yy)

tu lieu de dw, on aura dx ==

J

& FI' conféquent la formule ydx, ou I'élément
de Pefpace quelconque ABDE, fera — dy}/ Taz—yy )
Je prends maintenant pour premiére ordoanée Ab=a
avec EA pour raton je décris le quart de circonfé-
rence AQM, & je mine BQ panlliéle i MH. Or,
P"f?wc DB=EC==y, & que par la propriéeé du
Cercle, CQ-.-:]g/'{u—-yy , Iétément de Pefpace
CGreulaire CQ A acli —4d ‘/[aa—-y)]; ainft
Tefpace CQA oft égal 2 V'efpace ABDE; & par
conféquent Pelpace infiniment prolongé compris ers
we Iz tractoire , fon afymptote & Ja droite AE, eft
€gal au quare de cercle A ME.

ExeauriLE ) & 8 & 5

Fig 2ot

204.So 11 la fpirale ACE (Fig. 21) dont Péqua- ¥igsn

J S
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tion eft by==ax, en fuppofant le raion 4B du cercle
==ga,la circonférence == b, unare quelconque BD =x,
& AC==y. Soit menée AE infiniment voifine de
AD; que du centre A on décrive le petit arc CH,
& qu'on appelle KD, dx. La limilitade des feGeus

ACH, ADE donne cn-:-’T"f.; ainfi le foltexr
ACH, qui eft I'élément de Vefpace ANCA, et =

d
ek ‘:::' »Acaule de 'équation de la courbe

i1z
y= -'35-. Que I'on intégre en négligeant la conflante
qui feroit inutle ici, on aura Pefpace ACN=

-:’L:-;& faifane x ==}, on verra que P'efpace total

ANBus 23

o
Si Fon prend I'équation générale de toutes ks
fpicales & Vinfini a"2"==4"y*, on aura yy=

":: v & la formule des efpaces feu-ff-:?--
b~ YL

a0 shwm
T - —
-

dont lincégrate et — 2% -
(4243 m) 0™

§
on sura l'elpace entier o .
e 404 a1m

Il eft facile de voir que I'efpace ABMDCNA
terming par le raion 4B, par l'arc de cercle BMD,

& par la partic ANC de la fpirale fera == = —

; faifane x==4,
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— pquu’il oft égal au felteur 4B MD A moins

ACN. Mais fi on le vouloit avoir par le
"WCO de Ja formule difiérentielle, il fuffirotr d'cb-
ferver que cet efpace a pour élément le petit tra-

iz ECHD qui eft égal i (D E-+ CH)x L

("+de) ( g3 )_ .::-—])d: _Si

Ton me: dans cette c:ptel'ﬁon au lieu (.‘.c gy fa var
- gaxx J— .:x _ axxedr s & _—

& 165
)
grnt en aégligeant la conftante, ‘: — ::b :

ExegmerLe X1V

105, Sour la p;nbolo ABM (Fig. 22) de 'équa-
tion ax=yy; on fuppofe AC=x, CB=7. le

tpport du raien au finus de angle BCD =—E— .
‘&ﬁ du raion 3 fon cofinus uz-;,—On aura BD=

Y ep=fl. cH=4x; & Vélément de Vel-

M /’CB—CHMB-'( H x DB, La formule fera
done 2247 _ EexvIE) - gone vimégrale cft

d2y/ (s
-:‘i(_".].. b.m._.‘-:——.-'ACxBD il n'eft

pus Déczﬁ'auc d'gjouter dc conflante 3 cette intégrake.
Exexrre XV .
106. So 1T la pasabole ACH npp:i{t_&: au foyer
v

Fig-12e
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B (Fig. 23). dont Péquation, en faifant BCa=y,
larc de cercle infiniment petic CD ==du, & le po-

ol O
VIisdye—ca)

fecteur infinitéfimal BMC ou BDC, qui et P

14
ment de Vefpace ABC, exprimé par -3-‘—'—- =

aydy = e
T T dont Pintégrale coft =

V[z‘f—'dnl]-{-mm. Ma= |off(pc {=BA=
a

> cas suquel Pefpace eft nul, on a mm==0;

donc Pintégrale completre ou lefpace A4 BC =
—L'E'— V{2ag—aal

En effet, fi du point € ou abaiffe fur 48 I:(pcf'
pendiculaire CQ, I'efpace BC A fera ézal 3 I'elpxce
CCA moins le triangle BQC; mais faifant BQ =x,

QC==y,o0na QCA—QCB =} (—:—+x) y—

X (sa+x)y (1ax) 7
&

ramétre ==24a, ¢oft

7+

d ~—; don¢c BCA == -
Muis par Ia propriéié de la parsbole, BC==AQ+
Al == x e a, Celt-3- dire {==xa, & y=
l/[aa-t—zar]_—.l/[zag—.m]; fubflitusne donc
ces valeurs au licu de x & de Y, On trouvera comme

- \ -~
i-dzffus, BCA == ""':" %= Y aug—as)

Exenupreg XVL

107. S1 'on imagine le quart 4C d'une circon-
férence de cercle rectifié & appliqué fur la droite

a¢ 'Fig 24 ), & qu'ayant pris une partie quelconque
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¢t de cetee droite Egale 3 Varc AE, on Eeve la
perpendiculaire ed ésale au finus DE ce cet arc,
4 courbe a1 qui pafle par tous les points 4 dérer-
minds d la meme manicee , s'appelle la ligne des
fious, Si Ton prolonge ¢ pofqus ce quele foie
égale & la demi circontérence du cercic, Ia courbe
2313 une autre partie aw-delide ct, qui fera femblable
& éyale & la premicre,

Soieat & 1aion =r, un arc quelconque AE==
et==x, le finus correfpondant DE on ed=y; puil-
@z la différentielle de V'arc cxprimé par le moyen

& fin rly . c
inus , eft TR on aura pour €quation

de la courbe dix zm= —— 2. Ainfi la formule

yirr=—3y]

Yix devicndra V[:: J‘Z;;-)-,& on aura en iNégrant
~r}/ | rr—yy)=4-n; mais en fuppofant y=0,
On g n==yr; donc Vintégrale complerte ou Tefpace
@dew rpom )/ [rr=—yy]. & fi Vor fait y==r,
0% aurs Pefpace total ate==rr. Si Von conftruit

le quarré TH fur le raion, & quion prolonge.
ke flimes BE jufgu'en M, on aura toujours ade==

reftangle DH , & atc==le quarié TH.

108, Lys exemples qu'on a vis, fuffifent fars
vsie pour montrer lufoge dela méthode; J'ajoutcral
d ement qu'il peut areiver que dans les €quations
des courbes dont on veut quareer les efpaces, los
}"‘.“"‘mhﬁs ne foient pas [éparées, & méme ne
Gieat pas feparables par le moyen de la divifion.
méme chofe arrive zufi dans la redtibestion de
Courbes , dans la quadrature des foperticies & Cuis
la cubature des folides. On ne peut pas alors acopees
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nos formules & ces &quations; telle feroir la courbe
Nyt axy,

Il faudra recourir dans ces cas 3 quelque fublb-
tution , qui transforme ’équation en une autre dans
Jaquelle les indérerminées foicot (Eparées ou puiffent
Fére. Lo mal ¢ft qu'on ne peut pas afligner en gé-
ral quelle fubftitution il faue faire; c'eft donc Ihe-
bitude du calcul, ou des tentatives réitérées qui fer
ront connoitre celle qui pourra mener au bur, lor-
qu'il fera poffible d’y parvenir.

A Végard de Péquation propofée x*~b-y' ==axy}

que Ton fuppofe y == ‘:: i aprés la fubfttotion

s
on aura x4~ L == ':" , Celt-3-dire x'==
{

.
gays—3*

2 i & en différentiant xxdx=.. .+

4eapidy— 6394y . axx
47 « Mais 3 caufe de y o -

formule ydx des efpaces devient “‘:h =0

. 1
en mettant au licu de rxdr ’a

uc:dg-—-‘pa‘
sas
valeur qu'on vient de wouver ; par conféquent

/:7““'”‘51'?"' L » Que I'on remette au ke

taa

de ¢g fa valeur c;x , & T'on aura enﬁnﬁjx.—s

_taxx x4
5 2y )
Exenrre XVIL

109. Ox demande de quarrer la courbe a'xxyy —
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P=gy. On fuppofera ya-ﬂ-.& I'équation (e
tansformera en celle-ci o'y —x" t:s:a‘; d’od 'on ti-
1eTs X al/ (saz—a’) i a)dy

X H-(«t--»:’)i

wds, 18 ; —aty
{(2e3—a?) = ae. (aay—at)  On

14 &2 ¢
an donc Pédément de lefpace, Ceft 3-dire ydr=

atdy avdy a¥dy sa'dy |
heand »

e —&‘—’---(ad{-—l’).—_‘ o .

&enimégunt,ﬁdx=: o d “+ 2l . Enfa,

e o)

mmemmﬁeudegfavaleur-gf—. & lon

wn lelpace cherché = _‘:{‘ +-:;;'-‘L"-
On peur voir 2 ce fujet la méthode de M, Craige .
dias [on Livre De Caleulo flueniium,

De 14 recriricaTion pEs COURBES.
Exexrere XVIIL

110, Trouver une ligne droite égale 3 un arc
:“{d“m}w de la parabole ordinaire, dont I'éguation

adX == ?

L di&’gndaﬁon donne ad xwaaydy, & dx'=
dyydys
&“Z_‘ Si fon met cette valeur de dx* dans la

formule de Ia reétification des courbes )/ [dx"~+dy)",

dyd+aady®
o8 aura /[ da'-dy')= Vi 7‘+u L (2P0




Fig. 15
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{LV[‘”?*‘“I- qui elt Pédlément de I'src de

la parabole ordinaire, Pour préparer Uintézrarion,
on fera la fobftirution de Vi $yytad)=2y+i
‘s

afin de chafler Je radical, & on trouvm-:—

]
Vigyy+aa) =— ‘"‘f = :": — L done
Fintégrale, comme I'on voir, eft en partie alzébrique
& en partie logarithmique; ainfi la rectification G
la parsbole dépend de 1a qQuadrature de I'hyperbale,
Vérité qu'on retrouvers encore de la mamire f-
vance. Soit I'hyperbole équilatire 4D E ( Fig. 25)
donc chaque demi.axe ==a, Pabliiffe B C compréc du
centre ==y, CD==2y, & dont l'équation efl xx—
€a==4yy. Si I'on mcne GE infiniment voiline ¢2
HD, Fékément de l'elpace ADHB fera HGED=
2dy V[ 4yy+aa), qui eft la méme formale &
la redtihcation de la pambole, 3 Fexception de 1

conftance -:— v Qui éwoit dans le dénominateur.
Donc, &c.
Si Yon veut opérer par les féries, on prendra fa

formule qu'on a trouvée ci-deffus —d:‘-’- V/ [43y+2als

1y dy

& qui deviene = dy o "':d-' ——< -+
‘ .
“©réd td .
pe L 'O:. 2. & on Intégrera, & oo

d !
wia [V lyytaajmy 222

jaa gat

407 10 3%
E R B
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St au lieu de fubftituer, dans la formule générale
Vidx'4-dy'], la valeur de dx donnée en y, on
Y tvoit fub méla valeur de dy donnée en ¥, on

auront trouvé V[dx'-l—l]']‘ ii!‘}.:-::—:.]-{‘-l =
Lry/42xdeax)

- , formule qui n'elt pas plus trai-
tble que lautre.

Si Yon demande la redification de la feconde
parabole cubique dont Péquation eft axx=y'. On

a2 en différentiant dx* = ﬂ]’ , & par cone

“ﬂtﬂt V[d-l“—l-dj ]._.,J’V[ °]+4¢ ] done
Patégrale eft (9ay=4aa)V (s ¢J+4u]

\yea

w3 en fuppofant y==0, on un.-.-z-——‘-;-; donc

3
b}

lintégrale complette ou la Jongveur de Parc eft

(oeydopea). v/ [oey+aan) ga
-_“
37 aa 37

Dans I parabole ordinaire ADM (Fig. 26), le Fig.re
Parametre éunt=i;-. que Pon preane AC=

R
- =, & une partie quelconque CK==y; on

AK=—+_7 KM::V[ ‘“*-”J] &
P"mnfcq)ent 'élément de l'aire MKCD---.

dy V[ "“"__“) ]_ A Pexception de la conf-
tnte g, cet ﬂémcnt eftle méme que celui de Ja rec:
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tification de la feconde parabole cubique. Ainfi certe
relification & fa quadrature de la parabole ordi-
raire foat la méme chofe ; celle-ci eft quarrable, de
méme que Iautre eft rectifiable algébriquement. Ea

général, {i on prend pour ordonnée I'expreffion de
Félément d'une courbe donnée quelconque divifé par
la différence de la varisble , & pour ablciffe la va-
riable elle-méme, il naitra de-1i une nouvelle courbe

dont]3 quadrature donnera la re&ification de la courbe
donnée.

Exzxrrzx XIX

111, ON demande Ja re@ification du cercle AEM
(Fig. 27). Soient l¢ diamétre =g, AB = x; 00
{alr—-a‘b'_’_
Viex—xx]

EX~——xx ; & w mre'
quent I'élément de la courbe }/[ds*4-dy']=

O s B s i T 5%

ivilex—xx)
@ x Vix " x'dx -+ s2lds i Fosia
3 1 < $
. 2.4

aura BF=y=1/(ax—xx], dy—

d]"" j0adxd meaxdyd 4 yedxt

isx'dx 10¢ % dx

==& ; on ineégrerd

3
1.3.4.68" 3.3.4.6.82°

3!*
& on avra a*xiee -4 s

1.3 t.4.7a"

Tex ¢x’ =
— 4= &c, Ou bien en-
‘I..‘.". ‘-‘.‘o‘."}




L Parr. Crarn IIL 271
core pu‘g dxte= L o , & Pon met

8 —ax4xx
kALl

yra——yy "
ady

dya 22247 6x4dy vyédy
A e > ol JELLEL

yulende ar—xx, on ausa dxt==

b por conféquent /[ ds'+-dy' )=

7:]' ‘J
at

4F 2 AR i
=y e -+ cas -+ - —r
Si Céroit le raion quon eiit fait ==a, la frie
feroi 2 32° 107
I+ 3.}44 T 214,564 v.3 1.4.6.78°
801)' &e
1.4.6.8.9a0 s

Enfin, fi I'on fait DB==x, & l¢ raion DA=aq,
—xdx

0 qury y=<)/ [aa-+xx]), dy= —T

ad x

& par conféquent |/ [ dx*-dy’ == Yiea—zxz) =

drg X2dn . yxede | wiatds
reg 2 .40t 1.4.64°

19¢ "d’ .
PR Y e & en intégrant, on trouvera

- &c. Enfin intégrant, on trouvera l'arc

10)7 7oy % &
.

+oooo

=) 3=’ tex’
jas 2.4.5a8 1.4.6.7a°

rltc EF::::—}-
2

L]
-‘-lf-‘x_+&‘.
‘.‘.“..9‘.
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Exemrrre XX. @&

112.Sort elliple ADC (Fig. 28), dont Pégua-
tion, en faifant AB=ma, BD—b, BE==zx,

EQ==y, cft —-‘f!-"—-':da-xx;oc ui donneydy==
7, et =2 g

bhxdy dxxdyt : s
T e R et

AT L - v
Cxy{at—gawe 4 bbrx] . S au liew de fubftitser
Gy [age=yxx)

la valeur de dy donnée en x, on fubftewoit la valeur
dedx donnée’en y, on trouveroit |/ dx* dy*] =
dyViaayy —Bdyybt

by/ (64— ) i
cune de ces deux expreffions, une des conditions
dont on a parlé au n°. 38 5 fans kelyue les on ne peut
pas déliveer les formules de leurs radicanx , & les
préparer i lintégration; nous ferons donc ufige

L. Mais il manque 3 cha-

des féries. Prenons I'une de ces deux formules, pat

exemple celle-ci dxy/ (2% —daxe4-blxr) , qul
eV [ez—xx)

peut aufh s’exwim, ainfi d x V[' -+ bixx J

@4 e GaX
Réduifant cette dernitre enfuite, onla trouvers s=d -+
sébrxdx jhe xvds abixtdy
CMig—xx) 2 @t (@aemmxx) EMETT T

‘: b. 'dg . - ®
- -:“ = = 4 &c ;3 réduilant encore en férie

chaque terme de celle-ci depuis Ie fecond , on aura

‘xV[""‘“;r:{{-:—x;-]a......-.-;”-;
x
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s (L xe L
ca ad a4 a e
-_;":"é‘ d + + + x‘: +&c)
+ 5 .'. - ’:' + S ac)
Ly 4
nltrtfx ( + 24 +|:: + +&c)

On in:égma. & on aura larc DO, ccﬂ-i- dire

f"V[x-l----“" et

@' —aaxx
ih ' ’
x+......,.( »! AT Rk 2 T X i ki +&c)
224 jaa sat 7at sar
2 e y x! 1x? +;x9 42" 'C)
LTS sar 7a% ga® e b
b 7 » & xW
**—x( A LIS +3=C)
1éa® 7a° pat 1ra™
L] " "
~.ls.._x ~:—-+—4—'——i-&c).
Hiat sa- t1ae

Enfin , réduifunt 3 1a méme dénomination tous les ter-

gt
ines bomogénca , on rouvera DO =x+4- e
ﬂ“""“) xf 4 {Batbb—qaabt 44’ ) x’

e

4 &t trsa”
'uc‘lb--cuu‘-o- u“b“""’ }o X -+ &c. Si

l'on fuppole ,_5 l’dhpfc dcv;e‘ndn nt; :frcle.

& on aura Varc DO=3‘+ "*’";:','.’ e

. L PTIN | 1 LA o préc:fémcnt comme Cie

flaad 9. qagat

us, n°, I111. s
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Voici une autre manitre. Dans la formale. ..z
xy/ (2 ——aaxxbbxr)
ey ([2a—xx)

lx;(_.'c'-—u:x] Reduifer en Krie
ay[az—xx]

, faites bb—aa==ct,

elle deviendra

v dry/[atemcexy)
Jes deux radicaux, vous aurez — ( =

a V'(ga—x!j
dx ( oz 'zt ofge Tl & )
—— “—-——-——--——.———.-—-—-&L
a 282 B (L L [EL F il
e ~* = y x4
€ — ———— —— —— 0-—&‘
s 8ai eyl nig

Faites réellement la divifion du numérateur par e

minateur , vous parviendrez par un long cakd
i une autre férie qu'il faudra intégrer; vous remetire
au lieude ce fa valeur, & vous aurez la meme fuite
que ci-deffus, pour Pexpretlion de Yarc D 0.

Exeurre XXL

113. Sorx BD (Fig, 29) une hyperbole pout
lagelle on a fsit AB=4, AE-"}, CD=
AC==x, & dont I'équation eft par conféqaen: xx—
aa== i%’—. La difficentiation donne dx=- .+

.)d.’ — e
VT & Yldvrgedyp 1=, ..

ayy &y V [ty 4+l
‘JV[l-‘- Ly -0-“»«] =
On rédy

boyidb+y))
ir3 cette quantité en férie par Pune des dev¥
voies qu'on vient d’employer pour l'ellipfe; on 1
tgreta, & on trouvera i la fin Parc B D=y
' e st (42b g a) yr (Panbe pogao gt

D e
.5. ‘0‘. SR 11z in
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(feaadbm g8 24btamngatl—gal)s?
= s £ & Ceute
2. ltS"‘

ferie cft 1a méme que celle de l'ellipfe, & Pexception

des fignes & des conflantes a, b, qui onc pris la
place I'une de l'autre,

Exexrre XXIL

114. Revinons 3 la cycloide de I'exemple VIII
(fl‘s/- 16). Nous favons que fon équation eft dy==

x —
VO s /(4]
En intégrant, nous aurons I'asrc Fd =2 Vax=
e double de la corde AS qui appartient 3 Parc de
crcle A4S correfpondant 3 faifons ye==a, & nous
trouverons 4 M double du diamétre du cercle gé-

Dérateur ; par conféquent la cycloide entitre en eft
kMqu:. v

Exemrre XXIIL

11§, Sorr propofée la raloire ABF (Fig. 20)

dont Péquation (n°. 103 ) eft -—-‘Z;]:- =a, ou

bien dysa—*%_, En intégrant, on A Um=——

g yxm, diu la logarithmique dont la fou-tan-
£ente == 4 ; mais la fuppofition de u == © donne ywe d
& L.y==0;donc n==0, & par conféquent l'intégrele
complette ou I'arc quelconque AB=—L. ty Si
Fon décrie done avec la fou- taagente AE & Talymp-
tte MH, la logarithmique AK S par le point A,
& qu'ayant pris un poine quelconque B dans la trac-
toire, on mene BK dans la logarichmique, paralitle
i Palymprote, & qu'on abm?l’Pe ta perpendiculaire
KN; linterceprée NE fera égale a l’m:s AB.
|

n‘n &

r:‘o Ty
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Exexere XXIV

116. Sort ACB (Fig. 21 ) I fpicale &'Aschi-
méde du n". 104, dan; laquelle Je raion du cercle
==a, la circonférence == b, | wcBMD==x,40=y;
fuppofons A £ infiniment voifine de AD, & pu
conféquent DE==dx, Du cemre A foic décrz

Tarc CH; on aura Cﬂzszi » OH=4dy, &

] dyt
Pélément CO de Ia courbe == Y 029%™ +a21

T
Mais Péquation de la courbe donne ax=by, & p¥
CW“Q“CN ‘S'a-—b-%,.-.; ainf COz% Kews

Vi +bby y . dont Vineégrale, comme or: f¢ trov-
vera par un.long calcul que Yomettrai pour abrézers
dépend des logarithmes, Ceft-3-dire de la Guadea-
ture de hyperbole.

Si 'on veue imégrer par les féries; on fera d'aboed
d
a'=lbmm, & la formule devicndn—-f;-;!-""
&y
Vimma-yy), qui réduite en firie eft == —=

a3

(m+ e 2 82 +&c)'
»m

Sm 16m7s nim’
. . by
On intégrera, & on trouvera Parc ACe==—m=
- AN L ARSI | ) S JEOr 3
6dam 4oqam? Pt gamt pitafaam”

Si Pon fait y=ma, & que l'on remette av lieude ™
fa valeur —‘f-. on aurs Pexpreflion de la courbe
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L)
. €a 40a) 11saf
4
$.1187 + &e.

Si la consbe ABC (Fig.30) éroit la fpirale lo-
gerithmique dont I'éguation , en fuppofant RB==y,
& le petit arc BDs=dx, eft adys=bdx, on trou-

. Cyviea4bb
T O 2

tgrant, on auroit la courbe AB=-2-1/[aa-+bl).

. Soit ABC la fpirale hyperbolique dans laguelle
3 foa-tangente doit éwe conftante, & dont I'équa-
on, en confervant les mcmes dénominations que

Ci-deflis , eft par conféquent ydx ==ady, on aura
V[h*+dy]=—%'— V[aa4yy). Ayanc déli-

Vi€ cette formule de fon radical , on trouvera que
fon intégrate dépend des logaithmes.

, & en in-

i d
En cmployant les fénies, on trouve -}L V[M+JJ]
=l 2 24 il 0 s

7 a4 Fal 1681 12887
Mais Je gmnier terme n'eft ineégrable que par le
moyen d'une sutre fuite infinie ; donc la lomme
cette férie intégrée, moios fon premier teime,
Plas Vincégrale de la fuize qui exprime ce meme
Ptemicr terme, formera une nouvelle férie, qui fera
R valeur de 1a courbe propofce.

ExenrrLe XXV,
17. S1 la courbe propofée eft la logarithmique

Fige 1%

1
HED (Fig. 19); fowent Ls fou - rangente == &, Fig-a%

S 1y
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AK=x, KHue=y, & V'équation -‘i‘!—;—;lx.“ﬂ‘
tant cette valeur de dx dans la formule, on aora
V“"""“]']‘—‘"'%" V{«a—yy], dont Finé-
g::lo dépend de la logarithmique méme propoke.

ne dwai tien ici de Pufage des féries, dont on
a déja vu un grand nombre d'exemples,

Exemeprg XXVIL

118. Ox demande de redtifier Ja parabole ordi-
naire de I'équation ax=yy, les caordonnées for-
mant un angle oblique. On difiérentiera I'"équation
de 1a courbe ; on en tircrs les valeurs de dx &
dx' en y, que F'on fubftituera duns la formale

V [dx4dy 4- 22824 1. qui et pour les

courbes dont les coordonnées font i angle obliques
3y ary ae

r 4 .
Pintégrale et en partie algébrique , & dépend en parve
de la quodnmrep:l'c Phyperbole,

Exemrroe XXVIL

119. Sort I'équation -?—-:.—.;J, qui reprélente

toutes les paraboles & toutes les hyperboles eatse les
slymptotes. En difiérentiant, on'a x'—'dxe=d ¥,
¥y =dyt, & par conféquent I"éément de 1o
courbe [/[d.v'-&-d)']:dx]/ (v =rep1 ], que
Je mets fous cette forme o —, afin d¢
(=)™ T
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paffer & lintégration par la méthodedun®. 61.Onya

vuque la formule canonique TS intégra-
()
ble alaébriquement lorfque . eftunnom-

™
breentier pofitif, & par les quadratures ordinaires Jorf-
que C'eft un nombre entier négatif. La comparaifon de

laformele & — avec la formule canoni-

(xrv=te1) *
Goe, donne n==0, 21— 2==m1, a==1; ainfi il faudra

IR Qclt-d-dire i
Al w— LR S ]
bre entier que j'appellerai k; on a donc -;--‘——"-=k,

, {oir un pom-

& par conféquent ::1: ==, expofant qui dé-
terming les courbes @ Iinfini,

Suppofons donc que b {oit un nombre entier po-
fif, en commengant pac 2ero. S5 h==0, on aura
ety i h==1, on aura =13 fi & ¢t un nombre
Quelconque de la fuite naturele des nombres 0, 1,
2,3, 4,5,6, &, les valeurs de I'expofant ¢ fe-
Tont exprimées a Finfini par les termes de cette pro-
greflion &, 2, 2 % 2 &c, dontla marche faure aux
yeur, Donc toures ces courbes paraboliques . dont
k premitre eft o feconde parabole cubague, fone
tectifisbles alzébriquement. :

Suppofons maintenant que A ¢t un nombre eaticr
“égﬂ'?r:’ & (oiv d'obord b =z-—0; 00 retrou=
vera la feconde parabule cubique, parce Guen c‘lft
~Ormepn; i feme—T, Pexpofant devient =,
& eft par conféquent infinis 0 h === 2, ON auri
te=ty fi hexe—3, ¢ fora ==, & amﬁ,dc fuite &
Vintigi , C'eft- &-dire quon aur 1=}, £ 71 7y 7es HE3

iv
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& dans tous ces cas ks courbes paraboliques feront
rectifiables par les quadratures connues. La premée
qui fe prélentc ici, ¢ff lu parsbole ordinsire, dont
I retification, comme on I'a vu au 0% 110, fup-
pofe la quadrarure de Phyperbole.

L'autre cas auguel la formule générale du n°, 61
eft intégrable ou algébriguement, ou par les q":'

dratures ordinaires, eft lorfque M ovee o e k=

m -
eft un nombre entier pofitif, c'eft-3-dire en fublli
tuant les quantités particulicres 3 notre exerple, lorf

que —”’:’;‘ =k, & que par conléquent ¢ =
t -k

L e —

F4ah
Soit k un nombre entice politif, que 'on fuppo-
fera fuccellivement w0, 1, 2, 3 ¢4 &cjon aun
pour ¢ la progreflion fuivante, i==:'s, 22 2 Xc
Soit h vn sombre enticr néganf, & (uppofons
en premier lic h==—0, on aura cncore le meme
€Xpofant fx=; fi h==—1, on aura te=7,cel-
dire =03 fi A==, — 3, sy =510
on aura refpectivement r== 2, 3, 5,8, 5 &
On voit que Ia fraétion qui donne la valeur de
Texpofont ¢, eft s méme dans les deux cas & cela
Fres que la fraction du fecond cas eft Pinverle de
welle du premicr; @'l il arvive que les courbes dé-
terminées par les moyens de fune & de Pautre for-
mule , font les mémes, mais ayant 'expofant ren-
verfé; elles fone feulement rapportées & deux axes

Wigents ; par exemple , les deux expoflants 5, 7,
ppartiennent Ton & Pautre 3 1 parsbole ordinsire
cane P'équation fg préfente fous deux formes, favoir

Y & xx=my; ocetee dernitre eft Jo fieu du
Uiigue Nr;bo!lque,
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Toutes les parsboles en nombre infini qui ne
font pas comprifes dans les progreilions précedentes,
exigent , gout leur rectification des quadratures fu-
Pércures & celles du cercle & de Phyperbole. Et
puifque Texpofant ¢, comme on Je voit par ces mémes
t"'zl‘drlom , n'eft jamais négatif, il enfuit qu'aucune

s n'eft rectifiable ni 2lgébriquement, ni par
s quadratures ordinaires.

DE L4 CUBATURE DES SOLIDES.

Exemere XXVIIL

120. Sotr le cone droic ACGKA (Fig. 31);

& fuppofons AB==a, BC==5b, une patic quel-
b

tonque 4D de l'axe AB=u, DE==J=-—;--0=I

fubllicuers certe valeur de y dans la formule géné-

3 bhxxd
2! i , qui deviend-a EavEREn 3 & I"imégra-

ir

. bhxt ;
on donnera —‘;—ff-'- pour 'expreflion d'une partie
a

E"“&rmin& du cone, compeée depuis le fommer;
U ef} jeusile ici d’sjouter une conftante & Nntégrale.
i on far y==g, on aura ¢ cone ACGKA=

P ‘
:T =2 L, Ceftdedice au produit de la

sr 3
bafe par le tiers de la havteur.

52
Le cone ACGK A éunt ==-f-.—'--, & le cone

ALEMp= 250

caar

fera = .ié_x (4 ....-’:—) , & fera par wnf{qunr

6r as

le trongon de come TMCK

Fig.ate
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au cone entier :: &’ —x":4%, Si Pon fait donc, par

exemple, AD=;AB==a, le trongon fera 3 tout
’

le cone ::c’—-—‘;-:a‘:: 7:8, & au cone AEMPI

comme 7 elt 3 1.

Lorlqu'on veut mefurer un folide, il faur cosfi-
dérer de quels éléments il peut étre compolé d'apris
les difiérentes feions que F'on peut imaginer. On
tire parti rantde des unes, tantér des autres, {uivent
les circooftances ; & on choific parmi ces élcments
de différente efpece, coux auxquels le calcul s'adapte
{p:: naturellement , ou qui peuvent mencr plus 3i-

Fment au bue. Par exemple, on peur confidérer le
ecnc droit, dont il eft maintenanc queibion, comme
compofé de cercles paralléles 3 ka bafe; ou d'une
infinité de triangles qui ont méme fommet que Je
cone , & pour bale les ordonoées parslléles du cercle
CGK 5 ou d'une infinité de parsboles qui auroi¢nt
lcuge oxafpmllé'la ;u <6 AK du cone; g«{ ,

ne feroit pas 3 propos, il eft vrai, de e
ufage des demniers moyzm. qui foot trop compolés,
Pour la recherche de la folidité da cone; mais j'at tou=
Jours di en parler, parce qu'ils peuvent étre employés

* utilement dans d'autres occafions , comme {ion pro-

!’l‘l ".

poloit de couper le cone ou quelqu'autre folide par
un plan quelconque, & de mefurer enfuite chacure
des deux parties; il faudroir slors recourir 3 465
€iéments convenables 3 cette feiion , comme on le
Verra aux excmples 37 & 38.

Exzxrre XXIX

121, S1 I'on congoit que le quart de cercle CEDB
(p"j' 32) tournant sutour du raion immobile DB en-
gencreune demi-fphire, & que 'on veuille en chercher
la folidité ; on fappofm DBy, DA=x,AE=
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y=}{2ax—=xx]; on fubflituera cette valeur de

¥ dans 1a formule générale "’"’:x » & on aura -5:—;- x

(2ax~xx), dont Pintégrale donne la folidité du
fegment. indéfini A E M—=—"""— €} Silonfait

=4, on aura -‘;L"- qui eft 1a folidizé de la demi-
fphire, & par conféquent la fpbire entitre =

e

ﬁ
ir

Puifque le cylindre dont la hauteur eft égale au dia-
métre de (a bafe, en appellant 24 ce diamétre, eft ==

ca
= lecylindre fera i la fphire , qui lui feroit infcrite,

comme - oft 3 ‘;:‘ ::3:2; & par confé-

r
G0t la moitié de ce cylindre fera 3 2 demi-fphire
dans le meme rapport. Mais le cone qui a pour hau-
tear le raion de fa bafe, que jappellerai a, sinfi que

le riion de la fphére , eft == ~——j donc la dem-
fphére eft au cone qui lui eft inforit :2 221,
De plus, @ érant le raion d'une fphere, & parc

conféquent 27 [ folidieés on fait que 45 11
"

el Je raion, 32 1a haureur, & pa conféquent
:

secay

——— la folidicé du cone équilatéeal qui feroit inf-

crit dans certe fphire. Ain la (phére eft 3 ce cone
comme * ¢ft § 2, ou comme 32 <t 9.
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Rica de plus facile que de trouver 1a folidicé d'ua
fecteur quelconque de fphére, engendré, par exemple,

le ur de cercle EBD; car au fegment de
g'bére engendré par AED, & qui, comme on I'2
JCAX L !

vy, == = » il 0’y a qu' ajouter le cone

engendré par le eriangle EB A4, qu'on trouvera =
- hJ
r X(20x—xx).(ax), &2 fomme , elt-

a-dire —‘-:—:i fera le fefteur cherché.

Exemrris XXX

122. SO1T la courbe ACO (Fig. 33)yneF-
rabole d'un ordre quelconque , dons Péguation foit
Yi=a"""x, & qui tournant aurour de l'axe AM
engendre un conoide parabolique dont on yeut avois
la folidité. Puifgu'on a y==a = x, & yy=

a = j. h fmlc m&.k dCan‘vo-vO"

Ll R
x~d .
ca 0” ond s & en intégrant, on trouve poue
TBwmeg m "
la folidité du conide indefini €% 5 * ™
3r.(maa) '
—2Z » €0 mettant au Niey de ¥~
Ar.(mep2)

fa valeur — =27

.
AN e
—_————

ou bien

a = N
Sim=mz, il fera queflion ge la parabole ordi-

naee, & la folidité du conoide fora — ¢ ’i’ et
4
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idire au produit de (a bafe par la moitié de fa hau-
teur; ainli le conoide ¢t moitié du cylindre qui
2oroit méme hauteur & méme bafe que lui.

Pour avoir la folidité de I'efpece d'écuelie ou fo-
lide engendré par le triangle mixtiligne ACD mi
autour de l'axe AB du cylindre formé par la ré-
volution du reftangle ABCD, qu'on fait éwre ==

tx :
22| on retranchera le conoide parabolique

ir

nexyy

= , Je refte ——— 2% fera écuelle cher-
{m3) re(mez)

chée, Il eft inutile de remarquer que fi on fait m==2,

on troavera que certe écvelle eft moitié du cylindre,
Je conoide eft V'autre moic.

Imaginons que la figure tourne fur 'ordonnée MO;

& fifons AALL. MO=f, AB==x, BC==y,

CKepouy, KO==f—y Le cercle qui a pour

rion CK eft =L’(5_x)-. Or le produit de
>

ce cercle par dy, difitvence de KM, c'cft-3-dire

- (bbdy—2bxdy -+ xxdy) ef IGément du

folide engende¢ par la figure MACK; inégrane
dosc, qn:s%s avoir mis au lieu de x (& valeur don-

e eny, on aura le folide indéfni e — (445 —
by yrm e+t

—

(By ) qo—s (smege1joat ="

).oubicn-=

S 1bxy e ¢ mettant ¥
ir (bby-— et - sm—t oo

au licu de -‘-g;_-;- Si f'on fuppofe x==b & y==f,
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c 285 f BB \_ ¢
onwra-—‘-;-(bl:f- mt T amt ) oA

(s u::::if.'. 1) pour I'txp'eﬂion du folide entier

engendré par la furface ACOM : & s'il shagic de Ia
parabole ordinaire, c'eft-i-dire fi m==2, le folide

4
fera m-‘-%i. Il eft facile de voir que dans le cs

de la parabole ordinaire , le cylindre qui suroit méme
bafe & méme hauteur que ¢ fulide, feroit au méme
folide, comme 15 cftd 8; & que le folide engendré

par la furface O AP — ’;::’

Suppofons encore que la figure tourne fur la droite
AP; en faifaot comme ci-deilus, AB~=x, BC=),
& par conféquent le cercle qui a DC pour raied

=%, Télément du folide engendré par la -

r
cxxdy

gure ACD fera . Si Pon intégre, apres

avoir mis au lieu de x fa valeur donnée en y, 00

< b Aie ¢ xx)y
aary x - x ’
r (2me-i) gt m=— ar smt

expreffion du folide indéfini ; & fi Pon fuppofe x==?

cdbf

& y=f, on aura G cft Vexpreffion

ca folide entier engendré par Ja révolution de I
fisure AOP. Mais le cylindre qui auroit méme bafe

& méme hauteur feroit =-f-§-f-.; donc le folide

engendré par la figure AMO == —— x ”‘“!-w

ar sm1
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On trouvera encore par une autre voie, le folide
engendré par la révolution de la figure AO0M au-
tour de 1a droite 4B, Soiemt AM=b, & MO=f;

(xx

le cercle qui a pour raion DC fers = —— , celui
Qi 3 pour rajon DK fctnz—c-:—:-.&l’anneanou

lcouronne décrite parla ligne CK fcu-‘ir-( bbmexx);

¢ ¢ yredy

¢ft 'élément du folide engendré par la furface CKMA,

B ¢
En |m¢gﬁM. on trouvers —:;‘(bb)_-noo.

J!. -

—

(3mgey), gtm—s );& en faifant j.—.':f, on aura

¢ ,l. +t .
M — L
ar (“f (‘._H)..,__‘) qui eft Pexpre
fion da folide entier engendré par la figure AMOA;
= 1 bole do
m2is lorfque y==f, l'équation de la para nne

T, deft-i-dire b= & bb= b

“_-‘ ‘l.—.
metane donc ces valeurs dans lintégrale, elle de-
: bb
'm.coumddeﬂ'm,-;r—" (“’f— ,n-o{u =
h‘-x rmibf

ir R o |

Exegmere XXXL

123. Sosr Pellipfe ADC (Fig. 28) dans laquelle
481., gp-.-.?b,. AE:—:.gEOaJ. & doat

léquation cft p conféquent —:f‘- (2ax—XX)==Y),
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SiTon fubftitue dans la formule Ia valeur de y donols
obh
par Péquation de la courbe, elle deviendra o

(2axdy—xxdx); & en intégrant, oo 0
cdd
raar

défini engendré par la révolarion de la figure AED
autour de l'axe AC. En faifant y==a, on aun bk
moitié du fphéroide = —‘;i;&en faifant x==24,

1chba

(axx—- -:—’- » qui exprime le folide in-

on aura le fphéroide entier =

;'
Puifque le cone, qui a méme hauteur AC. &
dont la bale eft un cercle qui auroit pour raion ke

demi-axc‘cdnjugué BD, eft = k] ; & quele

’f
cylindre eft — i::-: il eft clair que le fphr’mi&

eft les deux tiers du cylindre, & qu'il eft double @
m‘

Exemrerr XXXIL

124. ON demande la folidié de Ihyperboloide
conique engendreé par la révolution de l’byyerbob AD
autour de BC (Fig. 25)? Soient le demj-axe BA=

-:'—.B le centre, le paramétre ==b, AC==x, CD=)"

& par conféquent (ax 4 xx) i ==yy Péquation.
a

Ayane fubflicué la valeur de y dans la formule gé&

nérale, on aura -E-?;’-(a:—i-xx) , dont V'intégrale

oft
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R ("’ Jr’)....lufcohdclm‘léﬁm

Tar s
?nd(é par l'sire ADC.
BC=x, & qu'on conferve les aums ¢énomi-

nations, Péquation fera —-( x—T == yys

& s formule deviendra —— (.rx-—--—) done
b ) e adx

lintégrate off — - )-{-fLaconf-
war 3

tate welt pas zero dans ce cs ¢i; pour la déter-
‘“W. on fera ateention qu'au point A, lorfque ¥ =

~— le folide eft nul; qu'ainfi en mettant fa au
lieu de x dans Pimégrale, on doit avoir f -

= (-—-—— == 0, ¢ qui donne f==
caad ch x)

-
“ror + donc Vintégrale complette ef} —
cax ‘|
ﬁ

ctbolc tourne autour de l'axe conjugué
Bz, &?Bﬂaa. HB==h, BC=x, & CD=y;

“°:'. puifque le cercle qui a poulP raion HD =
~—, I'éiément du [olide engendcé par la figure

BHDA fera cxxdy . & en metant ag lieu de xx
f2 valeur donné; ;m I"équation de la courhe , on

sary < , “JJ:;““ , done linégrale et
ar
—— “,"“-'*"‘J) > qul dcvwm ——-, 2 lOfr?’.

\r

J=ph,

T
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Exemrre XXXIIL

125.Sox1 KHF (Fig, 34) hypetbole entre fs
alymptotes, qui faffe [ révolution autour de I'afymp-
tote AB. Silon fait AD=a, DE=}, AP=x,
PH=y, Véquation de la courbe eft xy==ab; &
puifque le cercle qui a QH pour raion ::-—‘5:--
Félément du folide engendté par la figure AQSIFM
infiniment prolongée vers' M, fera ————a ==

caabbdy

ar

- » dont l'ineégrale eft f—ﬂ.‘., Pour &-

I .
terminer la conftante f, on obfervera q:n)lc folide f;“
(a2

€re nul lorfque y==0; ce qui domgh-.-:;—.
qutn:iré infinic ; Pintégrale complette eft doac —
-‘-;:—--l-oo s ainfi Ja valeur du folide eft infinie.
St au lieu de fubflituer dans 1a formule 1s valeur
de xx donnée en ¥, 00 y avoit fubftimué la valest

de dy, on auroit troavé——f-‘;‘-’-?-, dont [l'inté

grale et — -2 £ Maie fo folide ne peot éire

ar

zero que lorfque x elt infini ; donc 1a conftente f
quil faut ajouter eft infinie, & le folide par confé-
quent eft aoffi infini,

. Pour avoir le (olide engendré per le plan BAPHK
infiniment prolongé du coté de B, on fera attention
que -c;i étant la circonférence du cercle qui a pour
falon Q H=x, la furfice du cylindre engendré pat

le plin AQHP f‘l‘l-‘—:-’-. & que par COW
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b folidité du cylindre vuide engendré par le reCtangle

ioknieéfimal IPHO, fera <22°%.; done f—‘—"-‘fﬁf-
r

T

fera le folide cherché. On mettra donc au licu de

Y & valeur %.& on aura pour imégnle%‘—’-.

z;fnlité finie , quoique I haureur du folide foit in-
8. -

Lexprefion <= du folide, i Fon Gibfbitue
pour ab (3 valeur xy que donne Péquation, devient
(xx) cxx)

== mais el cft la folidité du cylindre en-

8enéeé par le redtangle 4 PHQ; donc le folide hy-

ique eft double de ce cylindre; & par con-
uent le folide engendré par la figure BQHK pro-
'”ﬁ;‘ Vinfini, eft égal su cylindre qui lui fere
de Ayant donc pris x==g, & par conléquent
Y==b, on aura le cylindre = ‘:rb == au folide
ifini qui eft au-deffus.

Exzmrrze XXXI1V,.

126, Suprosons que la logarihmique HCD
(Fig. 35), dgu laquelle la fou-tangente CA =a,
"f‘-‘--‘- BD =y, & dont équation ¢ft dx =
85y

= > tourne autour de Pafymptote EB. Ayant

fgbﬂimé _‘;’_ A dx dans la formule générale, on

wra Z27%7 | done Pintégeale eft — =+ f. Mais

47

locque ;'=A C==4, l¢ folide eft nul;Tdci;nc fam—

Fg .
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-f:‘;'—; & l'intégrale complette, ou le folide eager-

éré par le plan indéhini ABDC, _f.“‘_-EL e
cal :

.——.

‘s l'ablciffe AE eft négative & déhi r—3,
fa différence fera sufli n“g:uve & m-g—“?xp&

que eblcifle croiffant, lordonnde décroic, Ia xﬁ-
rence de EH fera aufl négative & =-—dy; ¥

¢
I'¢quation de fa courbe fera toujours dx=-‘;!--
Mais dx érant négative, la formule générale le ferd

aulfs elle fera done —-22"2, En y fubllicus

la valcur de dx, & nmégranz, 0N JUrY = %—;— +/i
.mais lotfque le folide et zero, y==a; donc f=
—f:—r'-; & Pineégrale completre ou le folide enger
dré par le plan ACHE cft t:: - “"J SiTon

A
fait y =0, Celt-3-dire fi Pon fuppofe le folide in-
finiment pcolongé du coeé de M, on aura limégrle

ou Je folide ==-;f—,mus le folide engendré pac
le plan ACHE eft égal, comme on V'a vu, 3

S22 donc de folide infinimen prolon?

engendré par le plan LEHM oft = <222,

or
mequo le zlmdre qui auroit pour bafe le cercle
dout le raion fexoit 4 C=a, & fa houreur aulli =4,




I Part. Cuar IIL 293
feroit == S22, le folide de la logerithmique infi-

T
viment profongée du céeé de M, & qui a pour bafe
k cercle doat le raion ==4, et 3 ce cylindre comme
Vioui1:a,

® Exrmrrze XXXV

127. Taouven le (olide engendré par fa révor
hution de Ja ciffoide de Diodés AMI, autour de
h droite 4B (Fig. 18)? Solent AP=x, PM=y,
ABe=mg, & I'équation yy =---f-'—-. La formule

=X

générale des folides, en y fubfticuant cette valeur

de __cr':’x g o oy
37, kera T dont lintégrale eft
cx? caxx caay caz

ér TR e L.(a—x)+fi

mais en fifant x==0, le folide doit étre nul; donc
f=22 1, a5 siafi le (olide engendeé par la figure

ar
) caxx ax cen
4?.&]2_ rx ax ca

4r r W r

L(a—x)-g-.‘-‘—";- L.a. En fsifant x ema, on avra

kfortdc cerlie =_uu' P c23 L.O-l--r-:-
1ar i 2y

L. a. Muis le log. de zero eft ape quantité négative
infinie , qui, multipiiée par — ———» Gevient pofi-

tive ; done le folide entier cfl infini, Jo dois avertic
que les logarithmes dont il eft wellion ici doiven:
€tre pris dans la logarithmique dont la fou-tangente

= ‘.
T iij

Fig. %=
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. - "
Si I'on réduit en fécic, on frouvers "‘: x"
ex)dx cxidy cxfdy cex'de
— &e;
s4ar irez + ara + irar +

g cxs cx* cxé
Sar -+ Joraa + 12ral .‘-
cx’

“teras 1-&c Si Pon faic x=a, on aura Méxprel-

14ras

fion du folide entier s . (.f_ B R g L
ar 'Y T ¢

-;—-i-&c) » fétie done la valeur oft infinie.

Exemrrze XXXVL

128, Sorr Ia ta@oire ABF (Fig. 20) qui
tourne autour de Palymprote EH, On fubflituesa

dans I formule généeale 2255 1y yoteur de ds
que donne Péquation de Ia courbe dx ==~

1]‘/;";—).,] (no. 103); dk dcviendn e

r)«.’;V[MJZJ]

ir

3 & en intégrant , on sura ke fo-
lide engendré par 1 figute AEDB = -;f;-(.u- '

il feroit inutile d'ajourer ici une conflunte, i Fon £t

donc J==0, on aura le folide infiniment pm‘ongé
ca’

=35 mas la fphire qui auroic pour raiot

AE=zq, ot =—’;—'ﬂ-(n°. 121); donc Je folide

inGeimen: prolongé eft ko quare de ta fphire
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Exermrpre XXXVIL

129, Sort le cylindre QBMCPT (Fig. 36);
& fuppofons qu'un plan dirigé fuivant AP, & Paf-
faor par le centre C de la bafe, en retranche Fon-
get BMCP B, on demande 1z {olidicé de cee onglet?

Soient BC= QM= 22, MP==QT==¢,
AD==x, & par conféquent Tordonnée DH du
cercle == |/[aa — xx). Que I'on rire du point
H, paraliéiement 3 MP ou QT, la droite HO qui
fera dans la furface du cylindre ; & que Yon
méne du point D au point O la droite DO qui
fra dans le plan BOPC; on formera aicfi
duwwe 13 fo'idité de Ponglet le triangle DHO fem-
blible au triangle AM P, & Fon aura HO =

T PO
AL il . Mais 12 fomme de tous les trian~

Bl
ges tels que DHO, forme la folidicé de Ja moitié
“,E‘”’S‘“' qui eft par conféquent cxprimfe par
f‘—;f'("-"'-\'x). ou en intégrant pac .i-‘-f-_

bxs :
“To ) mais ce et qlen faifant ¥ ==a, qu'on aura

Vrziment cette moOitié, qu'on trouvera =iaab;
vinfi Ponglet entier =jaab. '

Autre folution du méme Probléme eonfidéré dLime
Maniire plur générale. Soit coupé le demi-cylindre
DACHEG (Fig. 37). par un plan mené par le
centre C dans la dire&ion DE; on demande la
folidité¢ de Ponglec DECEAD! Soient BA =a,
AE=b, BQu=x, QM=y, & par conféquent

x#
QK=-’%. le relangle PONM:B-——-:-"-’—. &

shyxde

Fdément de la (olidité de Ponglet = —=—=+
Tiv

Fig. 16+

Fg v
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Cela pofé, fi la courbe D AC eft tn demi-cercle,
eh auna y=}faa—xx], & la formie fena

el Viea—=zx >}, dom Mntégrale ek —

a
b 3 . :
T:(eld—fx)’+mi mais ¢n faifant ¥ =0, an

trouve Ja conflante m == baa; donc I'intégrale
1daa b -

complerte eft - fea — xa) , &
3 34 o
laguelle fuppofant x == 4, on aura Ponglet coticr
t daa
Ly .

3 v
Si la courbe DAC eft we des paraboles expri-
mées en nombre infini par Véquation y~ssa~—1,

thxdx (a=~2x)*. On intégeen

El
d'apres le %, 295 on ajontera i lintégrale b_cm@
tante convenable , & on fera y==ga pour avoir Tout

-m ok

la formule fera

0 g alnaa—:—___;
Ponglet, que Pon trouvera = Ty ey

& fuppo&m m=s2, on m-%‘.:.mlcwdc
la parabole ordinaice. Si I'on fuppofe que lorfque

x¥==0, BC foir =)=;.:’n aura aimmc j & pir
ace

conféquent Ponglet = 7 On wouvera par e
m‘fm voie que l'onglet du cylindre elliprique =
——.en fuppofant le premice demi-axe =4, &
ke demi-axe conjugué == ; &c.

Exemreen XXXVIIL

130. A"Nr COUN W conoide P“boliquc 24C
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(Fiz. 38) par un plan quelconque IEH perpendicu- Fig-1%
kiice 3 2 bafe drcm BICH; on dem::sde la foli-
dieé du trongon compris entre la fection JEH, &le
plan mené r« Paxe AD paralitlement d cetre fection?
Soit a paramétre de la parabole généramrice
BAC, Iablaiffe donnée AD=b, Pordonnée D B
fera=]/" ab., Soient de plus les coordonnées DF==x,
FE=y, & par conféquent Véquation de la courbe
BAC, ab—yx==ay. Par la nature du cercle BICH

o 3 le reftangle CFx FB=FH, c'eltd dire ab—
¥x==y1; mais abmyrmmay, donc ay==yy; ainfi
h fe&ion IEH eft uncpmbo{e qui 3 méme paramitre

la parabole principale. Le rectangle EFx FH ft
donc égal 3 yy==y)/ ay; & puilque ce reitangle ¢ft
ilaire JEH comme 3 elt 3 4, cette aire fera =
i1V ay; or le produit de cette aire par d x, dific-
teece de DF, eft I'élément du folide en queftion,

d'aillours y== “_;" ; donc I'éément du folide fera

abe—xx

Tdrx e V[ab—xx]= $bdx )/ [ ab—xx]—

~swrds)/[ab—xx)

L'intégrale du premier terme dépend de la qua-
drature du ccrdeP:HC. & celle gzw fe ré-
it aulli aux quadratures ordinaires, en employant
3 premitre formule du n®. 61.

135, Jr ne pacle poiat des folides cngendrés par
bes O?mrbe: donzp. les c::rdonoécs foot & angle oblique,
Pirce que dans ce cas la formule ne difiérant de la
formule ordinaire les conftantes , 1l n€ peut
Pas s’y rencontrer des difficuleés d'un gerre difiérent
de celles qu'on a déja éclaircies. Je ne donnerai pas
on plus d'exemples pour les folides engendeds pag




Fig- 1.
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des courbes rap au foyer, parce que ne vou
lane pas faire pmh théorie S:s'ceoua de gre-

vitd, on o'sura qu'd réduire les courbes de ceme

efpece 3 leurs équations rapportées aux axcs, dost
il a éé fufifamment parlé,

DE 14 MESURE OU QUADRATURE
DES SURFACES DES CORPS.

Exexmrerre XXXIX

132, Sorr Je cone droit ACGK (Fig. 31)s
dans lequel nous fuppolerons AB==a, BC=t,
une partic quelconque de 'axe 4B telle que 4D =13

bx ddx
on ayra DE ==y =—— dy =
bbdxs
sa
dans la formule géoérale —2- 1/ [dxr4-dy'], &
cbxdxy/[aa+bb)
aar

chxxry/[aas-bb) N la

raer
& f Pon fait x==a, on aues . QU

ar

exprime la furface du cone entier, laquelle eft pir
conféquent égale au produit de la demi - circonié
reace de la bafe par le coté AC. :

On auroit trouvé le méme réfulrae, fi au liew de
fubftitver dans Ia formule générale la valeur de 45"
on y avoir fubftitué celle de 4.

] furface du trongon I MK CC fera donc
<
e Visa-bb]— £93% Viaa+-bs) =

daar

, dy' =

» On fubflituera ces valeurs de y & de 4)'

on aura

, dont Pintégrale. « -

furface ducone AEMPIS
cby/[aa-+148)
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thy/feas-b8)

——— (aa~xx); ainfi cette furface cft

i celle du cone entier comme ga—xx eft 3 aa.

133. S1le cone cft oblique, il faudra procéder
@une aure manidre. Soit donc un cone oblique
ou feeléne PAFBM (Fig. 39), zni a pour bafc Fig. 1
ke cerdle AFMB, & pour hauteur la ligne PD qui
tombe du fommer perpendiculairement fur un des
diamétres de 1a bafe, prolongé s'il eft néceflaire, Que
fon renne fur la circonférence du cercle deux points
F, f, wfiniment voilins, & que I'on tire Jes deux
Weés FP, fP du cone. Il eft évident que le triangle
nfinitéfimal PFf eft la différence ou I'dément de 1a

face du cone, Soient donc menées TFQ tangente
W poine F, D Q perpendiculaire & cette tangente,
& PQ qui joigne les deux points P & Q.

Puilue le plan du wiangle PDQ pafle par la
droite P 1) qui eft perpendiculaire 3 la bafe du cone,
ke plan PQD eft Jui-méme perpendiculaire au plan
dels bafe ; mais Ja tangente TQ qui eft dans le plande
3 bale, fair un angle droit avec QD commune fec-
uon des deux plans; donc cetre tangente eft aufl
Perpendiculaire au plan PQD, & par confétnm i
R droite QP ainfi Je triangle PFfs= PQ:‘ 1

Que Pon faffe Je raion CA==r, CD =10,
CE= x, onaura FE==)/ [rr—xx]; & puifgue l'angle
CFT eft droit, parce que TF eft rangente, les
trizngles CFE, TCF feront femblables, & donne-

Y00t CT==—r'; mais CT:CF ou biea CF:CE::
= .

TD:DQ; donc DQ- ret-bs ., Soit de P]US la

r

droite donnée PD ==p, o0 aura PQ==....0..
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V [PP-F'H'—::{:-)-‘—];mais on fait quel'ékément

Ff de la circonférence T TR AL L AR B

vire—zxxi ’

Pélément de la fucface du cone ..f.’:l‘;.’;g.. J——
te/ frp o)

e

, formule qu'on ne fit
1y [rre—zxx] )
point intégrer jufqulici, ni algébriquement, ni par
les quadratures du cercle ou de Ihyperbole , parce
gu'on ne peut pas la délivrer des fignes redicsnx.
nayant pas la condition requife pour cela, dans I
n’ 38.

St l'on veut employer les féries, on fera une
fuite infinie du numératear , une aurre fuite infic
nie du dénominateur, & on procédera comme 08

a faic pour l'ellipfe, dans Ja feconde méthode &
Pexemple XX, n®, 112.

Exemxrre XL

134. TRou vER la furface de la demi-fphire,
engendrée par la révolution da quart de cercle 8%
nérateur CD K amour du rsion DB (Fig. 32
Soicnt D B==a, une abfiffe quelconque DA=%,
& AE=_7= V[zcs—.rx]; d]' Cla == oe*"

— ] . .

Lo L i les fubiftiutions éuant faites, b

TAX XX

talx

formule générale fera mm — -2 & en intégrant .
r

On sure —- == A b furface du fegment de

fplice engendré par le demi- fegment EDA. E0
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mettant & au liew de x, on aura la furface de

ls demi-fphire == —— , & par conféquent celle de

r
l phice encidre == ——— I fuit de ce qu'on

viene de voir que la furface d'un fegment quel-
congue , eft égale au produit de la circonférence du
cercle générateus }m 1a hauteur du fegment; que
telle de 1a demi-fphére eft égale au produit de la
meme circonférence par le raion; celle de la fphire
% reclangle de la circonférence par le diamétre 3
& qulenfin ces furfaces font entr’elles comme la
havteur du fegmenz, le raion & le diamétre.

Puifgue l'aire du cercle générateur eft -f‘:-:-  Ia

furface de 1y fphire fera 3 cette aire, comme 4 eft
i1, et i-dire quelle en eft quadruple,

La furface du cylindre circonfcrit  ls demi-fphére
(les bafes non comprifes ) eft aufii égale au produic
¢e la circonférence de fa bafe par (3 hauteur, c'eft-

ddire 3 = ; ainfi cone furface eft égale & celle
¢e la demi-fphire. Mais la furface du cone inkrit
dam 1a demi.fphive eft =YL ; donc Ia
farface du cylindre ou celle de la demi-fphére , cft

i la furface du cone qui Jui eft infcrit, comme 24
M)/ 1222, Ceft-3dire comme lo diametre ¢t
A ¢cbeé du cone.

Exexere XLL
335. Ox demande la furface du folide engended
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par la parabole ACO de P'équation ax=yy, mué
autour de Yaxe AM (Fig. 33)? On aura]dea

AL

2ydy, dx'zz—-‘-:?‘—; par conféquent la for-
mule , au moyen des fubftitutions, deviendra
-‘i—:',"l/[fyj-{-ld]. On intégrera, & on aun

c

tara "(-})‘]-{-aa)'-'_. — xa'.pourlafuf-

face du conoide parzbolique indéhini, en complet-
tant Pintégrale de manidre qu'elle Sévanouille lorl-
que y== O, ;

\J

136. Sorr plus généralement —:' = y léque-

tion de la parabole ACO (Fiz. 33), l'abfifle AB
éant mmx, & Pordonnée B C-==y; équation qu
relativement au triligne ACD, en prenant AD==x
comme ablciffe, & DC=y comme ordonnée, de-

vient :':zy. Si on appelle du Pélément de B
courbe, on a vu (n% 179) que dus=...o

O .} or la formule difiéentielle poct
(2¥="34-4) t

les furfaces eft 2 hoie
cydx

d
;onamdom-‘z'—f-s

r

— 3 mais Péquation locale donn®
r(x"-'-o-:)"—‘
x cyde

cex'dx

=

re, (v~ .’-;)—# :
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Pour parvenir i lineégration ou sux quadratures,
j'employerai la méthode du n°, 61, dont fai déja
fait ufage dans l'exemple XXVIL Mais obfervons
auparavant que ¢ érant la circonférence du cercle

dont l¢ raton eft r, l"mtc'grllcf cgle

r

furface du conoide ; mais fi ¢ é&oit une droite quel-
conque donnée, clle déligneroit la furface de l'on-
glet que V'on auroit, s'il félevoir fur la bafe CAB
un cylindroide coupé par un plan qui pallic par laxe
AB, & qui fic avec 'l’:'bnfc CAB un nn:l: done
le finus & le cofinus fulfent entr'eux comme ¢ eft
2 r. La fuperficie de cer onglet eft donc & celle du
folide de révolution, comme une droite doanée eft
& lla)circonféuncc. ¢ RS
"aprés ce qui a é&é enfeigné 2u n° 61, il faue,
afin que notre formule foit intégrable ou réduétible

aux quadratures connues, que 'on ait b= ——,

exprime la

- b

o4 e
~

- , défignant par k un nombre entier

-+ 3
quelcongue polif ou négatif. s
La premidre condition, r== :::. » en fuppo-

fant 1_0. h eft ut: nombre entier, en premier licu
pofitit, & en fecond liew négaiif, donne ces deux

Progrellions ;

lo ‘=‘E. »
Il. l=-—~%, %,

La feconde condition, :=-—2—E%—. en fuppofant

?np h foic un nombre entier d'abord pofitif & ea-
uite négatif, donne ces deux aurres progrefions:
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nl. l——:: 2 3 . - 4 &CO

LR LT )
IV. ‘a'zo':; 2. io%n :.&C-
Je me permettrai ici quelques obfervations afke
courtes.

L. La premiére & la woifitme de ces progreffions
contiennent les expofants de toures les paraboles ,
qui tournant fur leurs axes , engendrent des conoides,
dont les furfaces font quareables analytiquement, en
fuppofant feulement la retification de la circonfé-
rence de cercle; & par conféquent tous les onglets
de hauteur donnée élevés fur ces paraboles, font
quarrables algébriquement. Pour fes cas de la feconde
& de la quatricme fuite, | faut quelque chofe de
plus, puilqu'ils exigent la quadrature de I'hyperbole.

I1. Si Yon compare !a premicre de ces férics avec
la feconde , & la troifitme avec la quatricme, o0
verra que les expofants de 'une ne funt que les frac-
tions inverfes qui fervent d'expofant dans Vautre, &
que dans I'une & dans lautre fuite, ces cxpofants
appartiennent 3 la méme courbe, Cela fignilic, que
la révolution de Paive parabolique pouvant fe faire
autour de l'axe 4B, ou autour de l'axe 4D, &
engendrane dans ces deux cas des furfaces aflez dif-
férentes, hi la furface engendrée dans le premies
cas et abfolument algébrique, du moins en la con
fidérane dans I'onglet, ce fera tout le contraire
Ye fecond cas, ol d caufe de la réciprocité des ex
pofants, les furfoces qu'il donnera ne feront quar-
rables qu'en admerrant les quadratures. Par cxtm!‘!"'
Je conoide epgendré autour de 4D par la prem<re
Parsbole cubique, donne pour Ponglet une furface
Quarrable algébriguement , & pour le folide de ré
volution une furface quarrable au moyen de la rec-
tification de la circonférence ; mais i elle tourne

autour
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utour de I'axe AB, les (orfaces dépendone des qua-
drateees, La méme chole arrive dans la feconde
parabole cubique, & le contraire dans la paradole
ordinaire.

111.En confrontant ces féries avec cellesdun®. 119,
on voit que parmi celles-ci, sucune des paraboles
de 13 premitre ou de la troifitme férie n'elt rei-
fiable, ni analytiquement, ni par les ?mdramm con-
nues; & qu'sa contraire celles de la feconde & de la
quatrieme (érie font toutes reét'funbles, & embraffent
wates celles qui compolent les progreifions du
% 119. '

1V. L’hyperbole ordinaire entre fes afymptotes
eft Iy feule hyperbole dont la furface foic réducti-
ble 3 fa quadrature de cette méme hyperbole, parce
qu'il ne fe trouve pas dans les progreflions citées
dexpofant négatil autre que ——1.

V. Les cxpofm tels que f==4g, 5. 6. &e, ou
te=i, 1, &, qui ne fe trouvent pas dans les quatre
e qu'on viene de rapporter , exigent des quadra-
tures fupérieures, pour mefurer les furfaces des co-
noides engendrés par leurs courbes.

Exexfre XLIL

137.SoxT Pelliple ADC (Fig. 28) qui fe meut
wroar de Faxe AC; & fifors AB=a, BD=b,
AE=yx EQ==y, de manitre que fon &uation

ﬁt:ﬂ=3‘x—-xx. On trouvera dx ==

bs
caydy atyydy e
‘h_..‘.:‘_. x_‘_. & ‘rin———-—“..(‘-.’J. » & ﬁ ron
. aiy)y
met au lieu de — 2ax-4-xx fa valeur — Y

v

Fig- 3%
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on aura dx"== r saply —. Donc fi Ton fubl
bo(bb=)yy;

tirue cetre valeur de dx* dans la formule génénle,

z tJd;Vgéitf_a”—-I&_v)j}__ Fifons

elle deviendra ST e

pour abréger aa~!b=ff, en fuppofant a pls
fnnd que b, ceft-a-dire q{e l'cllip(epgﬁ toumé fur
on grand axe ( fi @ éoic plas. petit que b, on fup-
poferoit ag—bb==— ] j; NoUS QUIONS. s .- +»
YV +Syy)
de fes radicanx, & done Iintégrale dépendra de ha
quadrature du cercle, comme on le rrouvera en em-
ployant la méthode du n”, 56. Mais i a eft phs
peat que b, elt-i-dire fi Felliple a tourné fur
petit axe, la fuperficic du {phéroide dépendra des
deux quadratures, du cercle & de hyperbole. Quaot
3 la furface de Ponglet, dans le premuer cas elle ef
égale 3 un efpace clliptique qui fe détermine faci-
lement , en menmant des normales 3 la courbe; &
dans le fecond cas, ces mémes normales donnent un
efpace hyperbolique égal 3 la méme furface de V'oo-
glet. Pour voir ceci clsirement, foit la courbe ACF
(Fig. 40) fur laquelle imaginons qu'on ait élevé un
cylindroide coupé par un plan qui pafle par V'axe
A B, & qui faflc un angle de 45° avecle planin
CAB; il eft évident qu'en appellany du I'élément

de la cowbe, f:ydu fera la furflace de Vonglet, &

-'J'i la furface du conoide formé par la révo

lution de 1a figure CAB autour de Paxe A B: pt
conféquent la furface de I'onglet eft 3 celle du co*

» formule qu’on pourra délivrer
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moide , comme le rajon du cercle oft i 2 circonfé-
rence.

Sotent maintenant les deux ordonnées BC, DF
infiniment voifines, & que I'on méne du point Fla
normale FG; que Pon tranfporte enfuire FG fur
DH, pour y tenir lieu d'ordonnde d'une nouvelle
courbe AfIH dont on trouveroit tous les points pac
la méme voie : on avra I'sire MABI égale & 'a tur-
face de Ponglet qui a pour bafe Tarc AC. Cor les
deux trizngles ables FCE, GFD donuent FC:
CE::GF:FD, & par conféquent FDx FCe=
GFxCE==DHxDB. Mais FDx FC . ydu) <t
lélément de s furface de Fonglet, & YDx )B
eflt 'élément de Vaire IMAB; or ces o nents - ant
€gaux, leurs intézrales, ceft-a-dire les turface. doat
0 vient de parler lo feront aufl.

Cela pof€, foit la figure 4 CB un quart de I lliple,
done Péquation eft :%-"z’—-sz ax—xx;la norm Jle FG

fera =—:-’;- V28" s—gaxx-bbxx—2ab" aal: I

donc en sppellant 7 P'ordonnée BJ, on aura §==
5

—V[(xx—2ux)(bb—sa)+aabl], &ua-

tion & la courbe MIH, qui et une autre ellipfe
lorfque @ eft plus grand que &, C'efi-i-dire fi 4B
le grand axe de Pelliple ACB; & une hyper-
toie._lou‘-;uc a elt phus petic que b, ou fi AB elt
it axe.
fin, dans le cas ou I'elipfe ¢ft un cercle . on
faie déja que la fuperficic de Tonglet eft quarrabic,
& €gale 3 un rettangle.

Vij
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Exemrre XLIIL

Fig.so. 138, Sort BD (Fig. 29) une hyperbole dont
A foit le centre , & qui tourne sutour de fon pre-
mier axe BA. Je fuppole BA==4q, le demi-axe
conjugué AE=b, AC=x, CD=y ; aioli I'équa-

tion eft xx—ga==2L ou_y-—:-l/[xx—u]:

.1
jai par conféquent dy = . (“i‘:“‘ , & la for-

mule générale devient -:—:—[/[.t.r- aa) Koo

V[ ‘B!ldx!...‘b’xdgi_."x. ]‘
“.(x'_"‘) e
cbdx :
aar V[“"+bbxx_‘ ]=- Y R ol

cb +
—-‘—{‘7‘- V[:x-— -;T]. en fuppofant aa—4-bb==
g_'. Apres avoir délivré cetre quantité du figne ra-
ical, on wouvers que fon intégrale dépend de Ia
quadrature méme de [hyperbole.

Exsmerrs XLIV.

tigoar. T30, Sorr MD (Fig. 41) hyperbole équila-
tere entre fes afymprotes, qui eft fuppofée tourner

autour de Isfymptote AC, & dont Péquation eft
ay4-xy=aa, AB étamt =a, BC=x, CD=)"

aa a‘dy

On sura ¥y = ——w—a; dx® == —; & parcon-
féquent aprés lgs fubflitutions, la f:):mule générale
fera —:-;—’- Viy* 4 a*). Que Yon fuppole. « <+« «
V[J‘-i-c‘]af, & par conféquent yt= ﬂ’""“'

d
by == -f;f— Ex faifant ces fubflitutions, la formule
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précédente fe changera en celle ¢l - - s

.

LIS " .
qui n'a pas de radical, & dont Fintégrale dépen
en putie des logarithmes, comme il eft facile de
le reconnoitre. Donc la furface cherchée engendede
pr la révolution de norre hyperbole dépendra de
b quadrature méme de Phyperbole.

Exsmers XLV

| 140. Ox demande la furface du folide cagendsé par
la révolution de la trattoire 4 BF ( Fig. 20), dont
Péquation o éré donnde ci-deflus n®. 128, On fubfti-

tuera dans ka formule générale -S?-'-. dan laquelle
du ot Pélément de Ja courbe , au liew de du fa
Valeur — -3;-‘1- donnée par I'équation ; on aura —

‘“‘Lf-"—, & intégrant -——f-t;z- ~-n. Mais lorfgue 1a
fupesficie eft zero, on a ys==a; donc la conftante
na== 5, & Viotégrale complette, ou b furface

aac

da [olide engendré par la figure AEDB, et — —

) o . aec )
== Si I'on fait y==0, on aura —= pour I fur-

face du folide infiniment prolongés mais 'sice dun
cercle qui auroir pour reioa |/[2aa], eft aull

"‘—::-; dong la furface du folide infinimese prolon-

gé, olt égale & laire du cercle qui a pour raion ka
diagunale du quareé de AE, i
i)

Fig, soi
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Fig. 9.
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Exsmrrze XLV

141. ON demande la furface de Ponglt
CNEODAC (Fiz. 37)? Ea confervant les déno-

I
minations du n®, 129, on a QK::-'-;:- == MN;

mais P'élément Mi de la courbe oft /[ dady'];
donc le guadrilatére infinicéhmal MimN, qu cft
Félément de la furface du demi - onglet, fera ==

b
— V(4 +dy'].
Maintenant i la courbe D AC eft un demi-cercle,
on auca |/ [dx* 4-dy'] == e

/[aa—xx)
bxdyx )

. Rt s Rt > . ';t‘
mule deviendra o Piniégration

apres le 0, 31, donnera — b1/ (a4 g—xx]-+f
Mais en faifant x==0, 00 a f==ab; ainfi 'intézrale
complette eft ab-—-b[/[ ga—xx}. Enfin, la fup-
pofition de x =a, donne J furface enticre du demi-
(mgbt::ah

Si la courbe DAC et 1s parabole de I'équation
Jys==a—x, on aglors J[dx 4 dy']=

dx V[ - a.;.__%-t:—];& par conféquent la for-
mule eft .Lf.t. V[_‘_‘_"' >, done Tine

14 T w—

tégrale dépend de lu quadrature de Phyperbole ; Ja

furface de Ponglet dépendra donc de la mime guas
drature.

; la for-

Exenrre XLVIL

l?z. So1T le comide parabolique engendré par
;a *évolution de la parabole 4D H (Fig. 7) qui 3
vs toardonnées i angle obfique, qui tourne autous
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de Paxe AC, & dont I'équation cit ax= yy. On
fubflicuera dans la formule. v o oo onee e Cr

s V[ dx* 4-dy* - -:-5-%9-] , qui comicnt'

rm
$ce cas, la valeur donnée de dx en dy par F'équation
de la courbe diﬂ'émmi:e ; ce qui transformera la
Laemydy

I'oﬂnulccmcellecs--—"-;“—l/‘[y_y--i-f-':"l--i"‘:‘7‘l ’

f:g':i m:l.e oft en partie algébrique , & en partie

' ‘ . )
"CHAPITRE 1V.

Calcul des quantités logarithmigues
& exponentielles.

l{;.Novs avons fufitamment expliqué ci-deflus
ce que ceft que les quan iés Iogauirhmi?ues; & on
sppelle quantieds expoacnriclles celles qui font élevées
3 une puiffance quelconque indéterminge, comme
par exemple, 6%, )", &c, qui ont pour expofants
les grandeurs indéterminées ¥, 7. Le calcut qui £ap-
pligue ¥ certe efpsce de quantitcs .s’appcllc calcal

exponenuicl,

144 Io y ades quantieds exponentielies de dif-
firerts degrés; celles du premicr degré ont pour
expofants des grandeurs indérerminé.s ordinaires,
telles fone les quantisés déja cirdes &% )" Celles du
fecond degré font ceiles dont Jos expofants (ont eux-
mémes des exponenticlics du premice or\c_i{t. comme

i
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r y". dans lefquelles x eft élevée & la puiffance
t, & 73 la puiffance p. Celles du rroilieme degté
ont pour expolants des exponcntielles du fecund
degré ; & ainli de fuire,

145. Ie et 2 pcopos-do.luppener i, ce qG a
i dit au n®, 11, favoir qu“'cj-'-"i'-‘al‘.y dang
I2 logarithmique dont Ta fou-tangente ==g; & par
conféquent la différence de L. y forg 2. ’multiplié

par fa fou rangente de s !-)ga.r;t'hmiq:; dans .!a:zud!*:

on prend ke logarithme. Pareillement, la différence

de L.}/ [aa—xx]) dans la logarithmique doat ks
) xdx '

fou-tanyemte eft 3, et ——"" ;& générale-

) Mg x2
eient la difiérence d'une quancied logarithmique f
une fraction qui a pour numérateur 1a diliérence de
cette quantité multipliée par la fou-tangente , & pout
dénominateur la quantieé méme., ;

146. Cu.azkofé'. que 'on ait 3 différentier ls
quantieé logarithmique L.™x, (m érane Yexpofant
¢u logarichme ). On'fuppofera L\"x==y"; on aura
par conléquene Lox =y, & %-d]; mais la dif-
frence de L x4t mym— dy, & y™='=L=—'x;
fubflitvant donc au fiew de y & de dy leurs valeurs
doandes en :; on aury Ja difiérence de L"x ==
mLa=iy, —‘;'—. la fou-tangente de 1e fogarith
mique éunt ==a; ou bien m L.""x.-{'—; cens
x

foustangente éaant == 3,
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147. S1 Pon veut difiérentier L"+"; on fera
¥==7; or la difiérence de L. eft mL""5.

-3-, & dg==nx"—"dx. Donc en fubftituaat on

4
wra la difiérence de L=a" = nmL"‘"a‘.-f}.

148, Poun difiicentier L.L.x, on fuppofera
L.x=y, & par conféquent L.L.x=DL.y; donc
d
-;:-= dy dans la logarithmique qui a pour fou-

tangente 1, ce qu'il faudra entendre de méme toutes
ks fois qu’on ne parlera pas de la fou-tangente. Mais

%k difiérence de L.y cft -‘-;Z- 3 mettane donc pour y
& pour dy leurs valeurs données en ¥, On trou-
wii que a difftrenceds L. L. x-eft ——-

Plus généralement , que Pon ait-3 difiérentier
L*L.x, On fuppofera L. x=y, & par conféquent

L'L.;—..-.- L™y, -%'—-::.{]; mais la diffiérence de
L=y e mln‘-'y.—g—; dorc la différerce chere
J

chée fera mL""L.x.—{f—-.

L.
_ Plus généralement cmo:c;‘ﬁ P'on veut diffézen=
ter L*L.*x, on fuppolera L.~ x==y"; on aura par

Conffqucm L.x—]. 1:— - l], & L L zs=
I:'f. Mais 1a difiérence de L y® eft maL"="y".
‘f- ; done, les fubflicutions faites, on trouvera que
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la diffécence cherchée eft mn La=3Loy. ,t ~;

149. Vovoxs maintenant comment on difiérentie
les quantités exponentielles, Soit 3 Ia quantité 3 cif-
férentier. Je (uppofe 1=t ; jaurai donc L. 3"=
L.¢; mais (n°, 1) Lii"=xL.g; donc xL.g==

. 4
L. ¢; ainfi en diférentiant, jai l:L.;-{--f-;L.—.-.

i=-n—:-:-;dcmc:mﬁnln{iﬂisﬂ:na.- cherchée de=

. r:le.{-f-xr“"df.

150. Pour différentier I'exponentielle du fecond

5 . aF " .

o D S L e
L. I+x’.-,—?— = -i:-; mais (0% 149 ) difl. x7 =
¥dpL.x 4 pxr='dx; dooc (x’dpL.x+
px""lx)L.{-l-x’.—%L.-.—.%; or t==7"3
Donc enfin d: oun la difiérence cherchée ==

¢ e dpL.x Loyt " pxr—ds L, R A
On procédera de méme pour les exponenzelles
des degrés fupérieurs,

151-ON trouveroit pareillement la difiérence des
quantités qui feroient le produir de plufieurs quontités
exponenticlles, par exemple de x¥5*; car la ditférence
de 7" eft le produic de 37 par Iy diférence de ¥
Plus le produir de y* par la difiérence de x7; or on
feic wouver les difidrences de x7 & 7" donc, &

152, En obfervant ordre ou Ja marche des diffé-



I Pant. Cmar 1V, 318

rentidles logarithmiques, on découvrira quelques
regles pour Iincégration des formules différentielles
logarithmiques. En premicr liew, ks formules qui
fervent comme de guide pour l'incégration des quan~
titds difl’rentielles ordinaires , en ferviront aufli pour
les quantités difiérentielles logarithmiques qui ler fone
analogues , pourvu que celles-ci foient de plus die
vifées par la varisble ; Vintégrale de ces dernitres
différenticlles fera la méme que celle des différen-
ticles ordinaires, 3 ceh pris, qu'au lieu de Pincon-
nue ou de fes puificnces, il faudra mettre le loga-
richme de Pinconnue ou ke logarithme de fes puil-
fances , & divifer le tour par la fou-tangente de la
Yogadithmique. Par sxemple, l'inégrale de mx™—'dx
érant x~, l'intégrale de mL.—"x. £ fera - =
- 2

Parcillement,, puifqneﬁ"“dx:a L.x, on aura

aull ﬁ’--"“x.-‘;- . Cu bicnf;—i—x-;-:L.L.x,en
fuppolant la fou-rangente = 1.
{aa-4-37 )‘;

Ex puilque ﬁiyl/[sa-kj]]:: T

' dy
on aura anﬂ':fL.;l.’[aa-i—L.y] —;—-—
(as-Li.y)° '
. .
Que 'on aic & ineégrer m L*"L.x.

de
xlox

s
On fuppolera L.x==y; & par conféquent -;:-=dy.

& la fubftication faite, on aura mI.""‘].—lf-.'
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mais on faiv que lintégrale de my"—'dy eft y*;
donc limégrale de mL.“""y.-ﬁz- fera L=y, Or
;=Lx.&puconﬂ€qmml..y-:L.L.x,& L*y=
LLoxi done fm L= L% . —c—=LL.x,

L. x

Pour intégrer cmL.""'x‘.-—?— » je foppoferai

=y, dy= -'?_, i & les fubftitutions faites
. . a2
javrai am L2~ -;;-g;—-;,wbleo — ~ Z x

-iJ’—-.:an.'—' -i;- » dont l'intégrale eft L.y,

Ceft-d-dire L™ en remetrant la valeur de e

dr
te I
Tl

poferai L. x=y, -¥~=lj. L= :zf;&apl‘&

Pour intégrer nmL*='L x,

s (bliaions, faursi mmL—ym, L., don
Pintégrale et L y=; & remeteant la valeur de )™

. A dx ¥

fuﬁmL. L.x.'l“r m=LoLox,

153. PAJOUTFRAY & ce que Von vient de voir

une regle générale pour lintégration de 1a formule

"Ly dy. Soa intégrale, comme je le démontrerai
bientse , eft J=+iLsy —ny" _H._al..""'l
me-1 (megmg )?

Ry ), pm +igalr—ay y
(Mg ) pneaal BURLIUECIE R BU L LS
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Lm0 AT ek
(med=1)t

de fuite 3 'infini, en confervant la méme loi

On voit fans peine quefi 'expofant n eft un nombre
entier pofinif, la férie s'interrompra ou finira, & que
par conféquent on aura V'intégrale de la formule pro-
pofée, en termes finis. Par exemple, foit n==2, on
WM n——2==0; par conféquent les coéfficients du
quariéme terme & des termes fuivanes, étant mul-
Upleés par n— 2, feront tous égaux & zero, Sin==3,
k firie slinterrompra au cinguiéme rerme , &c.

Soient n==2 & m==1, la formule 3 imégrer
fers y L.'ydy ; le quaridme terme & tous ceux qui
fon:"aprés i, deviendront nuls, & par conféquent
Pinégrale fera bt S\ L0 N 'J.:“ o

. 4

ApLldy—rapsly+eayy

-

Si m==—1, la frie feroit inutile puifqu'on su-
foIt m =4~ 1 == 0, ce qui rendroir chaque terme in-
tmi ; mais dans ce cas on n'a rpa befoin de recouric
¥ ceue férie, puilfque j'ai enfeigné plus baut & in-
te3rer les formules de cette efpece,

Mainzenant pour démontrer cette fuite, que F'on
fappofe L.y==7, & par conféquent ——':’ =dg; on
ra donc y"Pydy==y*'dy. Mas y*{"dy =

"d n ' -— —— n 1 e

A (remy) n{n=—1)

F’. It tady 4 (mete1)® Y aady,

¢, & Pinfini, parce que chaque terme, & P'excep-
ton du premier, eft détruic par celui qui le fuie
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immédiatement, 3 caule que d;-—‘-l!-. Or cette

férie s"intégre en prenant fes termes deux & deux ; car
Pnwégrale des deux premiers termes eft )::'.{' 3

celle du troifitme & du quatrieme eft —....7

e FL A |
e i celle des cinquieme & fixieme

(g )?
tn aau-(l-ﬂ’).*'f._“ '&ﬁnﬁd.ﬁli“.ke'
(meper )3

mettant dans ces intégrales L.y au liev de 7. o0

2 ; _""'Lo'] sese o

aura mﬁnffLJdJ——-—;—;T_ PP

L. ol el SO} sl a4
(m =) (Mg 1 )b
a'r(n—1)(A==1) . y@ *sl2—ry

(=) 2 0%

174. Vorcs quel 2reifice on peut trouver
cette }.&ic. lng!:;ns que lintégrale ffuﬂy

*IL»
e . comme elle le feroic en effet fi
PR,

Ly n'étoit pas une quancité variable. Mais en fup-
polant la fou-rangente de la logarithmique ==
la difiérence de cetre intégrale eft y= L4y -+

Le—iydy R K
v-.m_._' 2 » qui furpalle Ja formule qu'on s'écoit

propolé d'intégrer de ol L + il faut donc

M1

foic

fouftezire de Vintégrale o Jintégrale duter-
P
ry*al* = ydy
Mot

e
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Imaginons de nouvesw que lintégrale de.. ...
Lt A 2yn Tl mais e
st (m—41)*
difffrcatiant cette dernitve  quantité, on trouve
m=gl,r=" ydy m.fn—=3)y s Lo=33dy
&1 o (me1 )t c

douc L4122 teop grand , pour étre Mintégrale

(me=1)?

AP s i L4 , de toute l'intégrale du rermne

M1

mo(ae— )y L2 ydy
R . On a donc trop foul-

trait 3 il faudra donc sjouter intégrale de ce dernice
terme que JiMSgIneral EncoTe CTC s e ner e v e

R_-(n—l)’--b'“]“n—-z’ : . .
oy ; de mani¢re que Uint

Sl P
grale de la formule propofée fers L;—;-I:—L--
aii-#t‘[“o—tl “‘(.__|))a "'ﬂlu'—') &c‘
(@1}t (m-4-t )3 2
on continuera cette férie @ linfini, en procédant
toujours dans Je méme ordre.

t55. Ox peut sulli trouver les inégrales des for.
mules difiérentielles logarithmiques par le moven de
firies qui nefoient compoféesque de tqmdgébpqua
ordinaires, fans quantités logarithmiques ; mais ces
féries ne fe termincront pas comme 13 précédente
elles auront toujours une infinité de rermess.
Pon ait donc 3 ioﬁﬁru‘ xL.x.dx; on fup-
era ==y 4a, & 12 fubftitution dome'n (}:-c)
(1-4a).dy. Masona vu( 0%, 70) qu'en {uppo-
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fant fa fou-tangente == 1, on a L.(f-’-c)::—:— -

B T & on aura do
13g jar 4ar

.“‘E ({+‘)L(;+‘:od{="~o- oc.o.oo‘co:,
edps- S __ By vdt vt ﬂcg
-

B \ea gai 43
P, 1l SR, Ll O Bl R oL S

ia jaa 42 sas

d *d ¢ d
gd;-%-t::.-' LA S N L Y

622 134} 1044

¢ (A
Et en lméguntﬂ {+a)l.(;4a).di= -;-*l‘
:. N o - " “ e &'c.

o 4 aa P ITTYT

St la formule & inégrer avoic éé x*L.xdx;
cell-3 dive (y-+-a)" L.(54-a).47; on auroie mul-
tiplié la (éric qui équivaur au loganithme por fa puil-
fance (§~4a)". Si de plus le logarichme lui-méme
€toit €levé 3 une puiffance, comme dans x"L."x 1 x,
ou (§4a)"Lo(34=a).dy; on éleveroit la fuite
infinie qui exprime le logarithme 3 [a puifance 7,
& on acheveroit le refte comme ci-deffiss,

156. LEs équations ou formules différenciclles
de quantirés logarithmiques fone fouvent
intégrables péométriquement , & dépendent de la
quadrature de cermains ef] curvilignes qu'il eft
ailé de décrire en fuppoE:a la loganthmigue. En
voici quelqaes exemples choifis parmi les plus fimples-
. Soit propolé d'intégrer ou de conftruire 'équa-
tion dyL.y=dx, Suppofons que l'on it a lo-
gacithmique BL D (Fig, 42) done la fou rangente
elt 1, & dans laquelle C ==y} 0D aura/l(lfo“
HD=L.yi
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HD=L.y; & le rectangle infinitéhmal DG, qui
a pour bale GH = FE:JJ, fera -J]L. 3 or
e reftangle oft Léléinent de Taire croiffante BDH;
donc j dyL.y eft Pexpreflion de cette méme aire
EDH.

En effer, cette aire eft égale au reftangle 4D
moins I'efpace logarithmique A BDC; mais on fit
que cet efpace elt égal au reflangle ABxCD=y;

donc Paire BDH= [y L. ywyL.y—y, comme

on Je trouverois aufli par lanalyfe.

fons-nous cette sutre formule dyL.ty==dx,
Heft tacile de voir que Je premier membdre de certe
équation cft un folide eagendré par la Huxion HG
muktipliée par le quarré de l'ordonnée GF; or co
folide eft refflemblant ou anslogue 3 I'élément du
conoide engendré par la révolution de V'aire BDH

autour de l'axe BG s donc lintégrale ﬁ] L.ty ==
yL2y—ayL.y-+2y clt en raifon doande avec ce
conoide,

Plus géoéealemert , foic propofé dyL.=y. On éle-
vera Pordonnée H D & 1a puifiance m (cet expofant
m éant un nombre quelconque, entier ou rom-
pu, pofitif ou négatit); on fera Pordonace HM

€gale & cette puiffance HD, & par toas les poiors
M déteminéspz la méme manitre, oa fera pallec

la courbe BMN; alors V'aire BMH oufMH. Ay
{era égale ou proportionnelle 3 Nineégeale ﬂ] Ly,
I o'y auroic pas plus de difficuleé, quiﬂd méme
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il fe trouveroit des logarithmes de logarithmes dans les
quantités différentielles. Soit propofé dy L. L. y=dx;
puifque AC cft Je log. dc CD, fi.on cherche dans
la logarithmique la nouvelle ordonnée IL égale a
Pabfcdle AC, Al fera le loganithme de JL, &
conféquent Je logarithme du logarithme de CD. Soit
prolongée la droite IL julqu'y ce qu'elic rencontre
en quelque point X la droite HD qui eft paralitie
& égale & AC; & que par le point K & par une
infinité d'autres points déterminés de la méme ma-
ni¢re, on faffe paffer une nouvelle courbe, qui fera
décrite relativement 3 Ja logarithmique : la quadrature
de V'efpace de cette courﬁe doanera Iintégrale de
la formule dyL.L.y =dx.

Auire maniére. Je prends la difiécence de yL.L.y
qui eft JJL.L.y-i-{!;-; & ajoutant i chaque

membre de "équation propofée le terme T?;’ s
dy dy ;
dyL.L.y+ 7 T dx-}--t-.;—, & en intégrant,

Ly x4 f'l.%- Par conféquent fi je donne

aux abfciffes AH des ordonnées correfpondantes qui
foient en raifon réciproque des HD == L.y, il naitr2
une nouvelie courbe, dont 13 quadrature cxprimera
Lintégrale TJJ;-. Ces exemples fone fuffifancs pour
faire connoitre la marche de la méthode,

157. Passons maintenant  l'inrégration des for-
mules diférentielies qui contiennent des quantitd
exponenticlles; & propofons-nous dintégrer *dx.
On fuppofera x== 1~y (je défigne ici par I'unizé
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une conftante quelconque); oa aura donc x*dx ==
(14-y)"'+7dy, Apris cela, on fora(1=y)'* 7=
1su;on aura (145 ) L.(14-y)==L.(1=u)
Q" réduira en féric ( parle n°. 70) les deux loga-
tithwes ; & on multipliera récllement le premics

par 14y, ce qui donnera y+i}-—-l‘-‘-+

24 f )
-T_—J G = e e o e .
10 s 3 i

4
'.T—&c. On fuppofera enfuite Péquation u ==

7+Ayy+ By 4-Cy* 4Dy’ -+ &c, dans laquelle
4.8.C, D, &e, font des coéfficients 3 détermi-
ner, & T'on sura par conféquent,

V= yy e 2 Ayt i AAy* 42 ABY' 4-BBy) o
+2By'42Cy' +Dy
W=yt 3 Ay 34450
+33]’} “
W=yt g g Ay &
eyt &g,
L ul = us uf it
Donc « . -+ : : ule s od
g 22 2 o2 2 e
: » 13 o
3+ Ayy+By'+ Cf + D)’ + ¢
—iyy—dy—idy—ABy—c
— Byt — Cy —Xe.
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Réduifant cette derniére équation 3 zero, en faifant

tour paffer du méme c6té du figne d'égalieé, on
trouvera

y+A3y4 By 4 Cy* 4+ Dy’ &

— )y — Ay} =3 AAy* — ABy' — K.

— By* — Cy! —&c.

1y - Ay A4y &

+ By' <+ &
e —AJ‘ e &
“+ 1y &
JJ ! )4 2
) 2 6 L §1 o 10 =

La fomme des premiers, feconds , troifiémes, qua-
triémes termes égalée i zero, donnera les valeurs des
ind4éterminées A, B, C, D, &c, favoir A=1,
Be=:, C==:, D==7", Sublticvant ces valeurs, on
aura It uss( 1-{-])‘*"& !"‘]""'J]""E"*
-;-/‘-l-;‘: f4-&c; & par conféquent (1 —4-y) '+ dy==
Iy dytyydy-iydy iyt dy byt Ee

On intégrera enfin; ce qui donnera ﬁ tpey)' *2dy=

J+” ”+".+"+"+&¢-
: 3 3 15 7:

158, Ox trouvera encore de cette manidre 'ine
tégrale de x"dx. Que Von fuppofe x*==1-4-y, CC
qui donne xL.xz:L.(l—p-])p: (en rédu—i.f?m €
’;’ -+ J; T J: + .7" ‘“&C_Q“
F'on prenne enfuite "équation fiice y=L.(34))+
AL (14-y) 4 BLI(14-y) 4-CLA( 14-y) 4=
DL.(14y)4&c, dans isquelle 4, B, C, D
font des coéfficients & déterminer ; on ¢n tirera

-+

férie ) y—
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yrltreyic AL (14 )+ BL (1)« CLAM =y )« D LY (1wy) e &0
Yyelireyles Al (1ey)c AALN (1 4y ) =2 ABL (5w y)
wrBli(seyiv 3 €LY (14)y)
,"L'(l",f"&.‘(l',)v)A‘L'(l0]’}“
«3 B Lt(rey) :
YVeltrelwg AL (1wy) e

Yultliseyr« ke

) 4
& par conféquent y—-’;’-l-"’ —". =+
s

T — &, Jeft-ddire Lo (14y)=..00nnen

‘-'“'J)OAL'no,:oll.‘(lv,;»CL‘uv,loDUh—y)o&h

~flr(reyr=ALs (1wy it AL ey -ABL (e wy) =~ Bt.

B Llrjrey)=CL (1 wy)~&x

syli(ray)e ALV (1ayla A Lilney)e e

e FLi{gwy)ebor

—-iLA(iey)m AL (1wy)- &2

« T Litiwy)rde
Ayane enfuite mis tous les termes du méme cdeé du
e d'épalieé , & égalé A zero les premiers, les fe-
Conds , les troifidémes, les quarriémes termes, &c;on
tmven q.le A%-: ’ B.’: s, C=;'.;. DL:“-::. &C.
On sura donc 14y==14L.(14y)=n
Ly )t Ly )+ 5L (1)
mL-’(x+y)+&c. Mais L.(14y)=sL.x, &
¥ 4y == x* ; remettant donc ces premiceres quantités,
& molkipliant par dx, on sura " dy=dx—+
*drLystrxdsLox4ia'dx Lox4-5x'dx
LAx e 2 x? dx L 4 &c. On ineégrers enfin ¢n

fuivane les regles qui ont été expliquées, & on frou-

& ry Ly
o S B BN
xLx *) x¢Lox xilox xl.x
I pe— ——
e ¥ + i s = €4
»
e T
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1579. Pour dire encore quelque chofe relative-
ment 3 la confiruétion des courbes exprimées par des
équations logarithmigues & exponenrielles; fuppo-
fons que T'on aic i jc'a'ue la courbe de I'équation

¢
x ==L & foit BD (Fig. 43) la logarithmique
K
dans laquelle on prend les logarithmes de Péquation
pofée , & dont la fou-rangente foir, par exemple
A B==a. Cela polé, prenant y=—a=4AB, ke loga-
richme de y fera == 0, & par conféquent ¥=0;
fi Fon fait” (Fig. 44) MN=y=a, le point N
spparticndra 3 la courbe. Lorfque I'on prend y plus
petit que AB, L.y eft une quantité négative; aich

1
L.y fera imaginaire, ?ui!'que le 2 de Pexpofant in-
dique ia racine paire d'uie quantiré nézative ; x fera
donc imaginaire, dés que y fera plus petit que a. Si
I'on prend y plus grand que 48, par exemple =CD,
AC fera == L. y; mais d'aprés Péquation doanée

@ :Liy:uL.y:x, Peftd-direa: )/ [aLl.y]:Ly:5i
faifant donc MP=CD, & prenant PH, quatri¢me
proportionnelle 3 A8, i la moyenne géoméurique
entre AB& AC, & ilamémeligne AC, cette qua-
trieme proportionnelle fera ==x, & le point H ap-
partiendra & la courbe. On rrouvera de méme tant
de points que I'on voudra, & on pourra décrire la
courbe , qui s'érendra i Vinkini, comme il ¢ft facile

le voir,

Pour avoir la fou-tangente de certe courbe, on
prendra la formule difiérenticlle des fou-rangentes

yix
*

TR ondil'éum_hn Péquation donnée de¢ la courbe,
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e qui donnera dx::}!..!'-';: -f-)!-! cn fubilis
teera cette valeur de dx, & on sura ls fun-taugeite
jax ;a;x'.
al.)y LT
Notre courbe a un poine d'inflexion ; pour le trou-
ver, on prendra les diffiérences fecondes de I'équation
doanée ; & en fuppofant dx conflante, on trouvera

2 S L —_— | 2 (]
ey Ly ddyrisdy L y—da d Loy

=EL§J.‘; —

(o]
7 :
&P"conrmt ‘d]-....oonccoo-c-oo'
A Liy—yefap 10

teiy Ly
vane la méthode des points d'inflexion, ddy=0;

«donc {aedj'lﬁiy-—fcgdy' L~ :J— 03 deft-3-

.5?0. L.%]—-ECL.—:]mO. ou bien L.ys=:a;
" g.a donc inflexion lorfque L.y ==1a.
Sila ';outbe 3 décrire étoit ¥ L x==y, il n'y au-
Toit qu'a mettre cette €quation en proportion, ¥ :
w¥:: x1y, & conftruire enfuite de la méme manire.
Si !’ﬂrwion étoit xx L, x==y,oubien x* L.x ==y,

o 7L, x==y, ou plus généralement x* L.x==y,
# indiquant une puillance quelcongue enticre ou rom-
Pue; on réloudroir pareillement Péquation en pro-
Portion 1 :L.x:: x*:y; on prendroit dass la loga-
rithmique une abfciffe quelconque CD = x, d¢ ma-
nitre que AC==L.x; & le multiple de AC defigné
Par le nombre n i Ceft un nombre entier , fon fou-
multiple i c'eft un nombre rompu, (io'nmn dans
W

3
7. Mais on fait que fui~
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la logarithmique méme Pordonnée correfpondante ;
qui par la propriéeé de la logarithmique, fera ==x".
Ee i1 la courbe contenoit des logarithmes de Joga-
rithmes, par exemple, fi I'équarion éroit x* L.L.x==y,
on trouveroit fans peine dans la logarithmique la
ligne exprimée par L.L,x; car en prenant une
ordonnée quelconque CD == x (Fi <43 ), On au-
roit AC==L.x, & tranfporeant crl}uite AC en ac
Eur y faire fon&ion d'ordonnée, on auroit Aa==
L.x, puifqw'elle feroit ie'log. de AC.

160. Que Ton ait i confirvire la courbe expo-
nentielle de Péquation x*==y, qui en paffant aux
Jogarithmes fe change en ceﬂ{-ci xL.x==L.y. On
décrira (Fig. 45 ) la logarithmique P AR evec la
{ou-tangente J D==1; & ayant pris une ordoonée
queconque CB=DE~=>x, DC fera ==L, x. k¢
puilque I'équation fe change en cetce proportion
1:x::Lox:Loy, il et clir que la quatriéme

oportionncile i AD,BC & DC fera m=l.y;
oit DM cette quatriéme proportionnelle ; dorc
MN=y, & fi on fait EF=MN, on aura DE==xr,
EF=y, & le point F appartiendra i la courbe de-
e Paf ol

courbe coupera I'sfymptote au point H, ol
Pon a DH=DA; car |o.{qz°x=.o‘f°on a aafl
L.y=o0, c'clt i-dire y égal 3 I fou. tangente D A.
Pareillenient lorfgue ¥ ==1=DA, ona L, x==0,
& par conféquent L.y = o, c'eltd dirc y=DA;
sinli en faifant AG==DH, le point G appartiendra
a la courbe.

Si du point H on éleve HP ordonnée i la lo-
?tnthmiquc. & que Fon mene POR paralitle &
1D, OP fera la moindre des ordonnées de iz courbe.
Car en différentiant Péquation, on a dx +4-dx L.y ==
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-{;’-. ou bicn]dx-i-]dxl.x:d;; mais par la

méthode des maxima & minima , dy doit &re =03

donc ydx4-ydxL.x =0, & par conféquent
—L.x=1=HD=2D A

Puifque la formule géndrale des fou-tangentes eft

-'-’-;;'- , & que I'équation de la courbe donne dx==

éy
g ({tLlox;
I

un point quelconque de la courbe, eft == B

& que pour le point G, ol I'on a x=4D, &
pr confégquent L.x ==0, la fou-tangente =1 ou
AD, qui elt la fou-tangente de la logarithmique,
Si Toa wveur avoir l'efpace de cette courbe, on
fubftituera dans la formule générale ydx, au lieu de
7 {2 valeur x* donnée par Féquation; par conléquent

Pefpace indéfini HO FE ADH =[x dx; intégrant

, il senfuit que la fou-tangente pour

cette quantité par be n°, 158, 0n tmuvmfa‘l::

a'."__x'_:rl..r E »lix  »Lx i
L » ¢ 9
x? U

17 14 3s 4
Fon fait y= AD==1, on aura L.x==0; ainl§
Pefpace HOGAD =1 i & * 5 4 &cmm

Vo e e e o &c

) 3¢ 44

161, Sorr propofée la courbe de Péquation »”==a,
quon peut merere fous certe forme yL.x==L.a, &

qui par conféquent peut fe conltruice par le moyen
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de la logarithmique, En différentiant I'équarion

adx
>

pole la logarithmique qui a fa {ou-tangenre =1),
& par conléquent dx=— “{’L'x ; ainfi la {oa-
tangente de la courbe eft —x L, x.

162. So1T l'équation x*==a”; on aura doac
xL.x = yL.a, qu'on peut conftruire 3 lordinaire.
En prenant les difi¢rences, on a dx 4=dx Lox==
L.x

¥ 1+Lox '
Mais puifqoe y == xL : , on aura I'éément de
wl.x.de

e e, On intégrera pat

o = sagl xe—x2
le n®. 153, & on trouvera 'efpace == -
163. ON peut propofer d'sutres queltions qui ap-
. partiennent aux équations exponentielles, celle-c
par exemple : dans les équarions exponentielles com-
pofées feulement de quanticés connues, mais dont
Jes expofants font des quantités inconnues, trouver
ces expofants. Que 'on fe propofe donc de tirer
la valeur de x, de 'équation ¢* ==gi* =", dons
lequelle a, b, ¢ foor des quantitss données. Puifque
L.- ==}*—"', on sura xL.c—L.a~=(x—1)L.b.
ou ¥Loc—xL.b=L.a—L.b, & par conféquent
__ Le—L.b

x-—--—w———.

Lo¢—L.b
164. Voucr une sure queftion fur les expo-

yL.x=L.a, ona

~+dyL.x=<0 {je fup-

dyL.a; donc la fou-tangente ==

Iefpace on ydx==
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nentietler. Trouver un nombre, tel que Pon ait
omg, & x* 7,
Lz premiére condition donne xL.x=L.a, &

8 b L s,
l.x

x
Par 1a feconde condition, on a (x=4-p )L.x==L.},

b—pL. 2
& par conféquent x=-1-"--l-:f-—f-,oubxen L.x=

L‘ l.. L-b 'Y -~ .
. On sura done —— == , c'eft i-dire
24p x )

xl.adpl.asexL. b, & par conféquent x==
plae La Lb—pl.x

m‘ On aura ¢ncor: —I:;— -,_—_—_.l:;__.....

&ob Ton tirers L. 3 mm et Cela pofé, il

7
e fera pas difficile de réfoudre Je Probléme fuivane,

165. Erant dooné un vale d'une capacité con-
nue, remph d’une Jiqueur quekongue, par exemple
de vin, {; 'on en tirc une quantité donnée, comme
une pinte, qulayant enfuite rempli le vafe d'esu,
on tire une nouvelle pinte de ce mc'la:gc deau &

vin; & qu'on remplifle encore le vale deav, &
que T'on en tire une troificme pinte, & a'nli de fuice
e continuant de répéter cetre opération; on de~
mande combien il faudra tirer de pintes, pour quil
Pe refte plus dans le vafe qu'une quantité connée de
vin,

Soit 4 la capacité du vafe, & b la pinte, ou en
général la mefure que V'on tire 3 chaque coup. Au
Premier tirage on Ote du vale une quantité de vin
exprimée par b, quon remplace par autant d'eau,
de maniere que le vin qui refle dans le vafe eft ex-
Pomé par g — b,

pr conféquent ¥ ==
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Au fecond coup, on tire la quantité b de mé-
lange , de maniére que pour avoir la quantieé de vin
que cette feconde melure ‘6re du vafe, il faue fuire
cette proportion : comme la capacité du vale a eftdla
capacité de la mefure b, ainfi la quantité de vin a—b
qui éeoit dans le vale, eft au vin qui eft dans cene

feconde mefure, qui fera par conféguent “T” ;
ainfi la quantité de vin qui refte dans le vafe apris
ce fecond tirage, cft “-‘:‘*“ , Celt-i-diro

-S-‘—:—”-.-. Pour le troifiéme tirage, on fera cette

proportion 4:5::-5-‘-—;”‘ :—‘-x.f.‘.':_b?.‘_, ce

quatriéme terme exprime la quantité de vin emportée
en tirant la wroifieme mefure; & le vin qui refte

dans le vale oft “-:”' ——&-x_(:._..._’.).’_ =

2 s
(e —b)}

—o— De méme, le vin qui y refte apris Je

quatriéme tirage eft -(:-:-:—):- » & généralement ce

qu'il en refte aprés le nombre n de tirages , oft
(::_b.)‘ . Ainli pour avoir Je nombre de mefures
qu'il faut tirer, afin qu'il n'y aie plusdans le vafe que fa
quantité de vin exprimée par la fraction—, on n'aura
(a=—}) >
a*

qu'a faire cette équarion ==~ , dans Is-
n

quelle ® étane Pisconnue , 1a queftion dépendra du
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cakul des exponentielles, En paflant des rombres
(a=3)*

aux logarithmes , ['éguation devient L.

L-%—. ou bien nL.(a—~—bt)=L.a—L.m =

(n~1)L.2, on bien encore nL.(a—b) ==
L= i

L. g=L.(a==b) i amd

ton ﬁ:’ laquelle on trouvera facilement le nom-

bre cherché n, en faifant ulage des Tubles de loga-
nithmes,

Lms-nl.a; don¢c n==

Fin de la premiire Partie du Calcul intégral,
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.@m&%&m-—%
SECONDE PARTIE.
De la methode inverfe des Tangentes.

1. LA méthode de trouver les tangentes, les
fou-tangentes, les normales, ou les autres lignes
analogues, & unc courbe, par e moyen de I'équation
donnée de certe courbe, sappelle La méthode direllie
des rangentes ; mais , fi au contraire, on a la tangente,
la fou-tangente, la normale, &c, d'une courbe,
ou fa reification, ou I'efpace qu'elle renferme,
& qu'on demande de retrouver la courbe; la mé-
thode par laquelle on parviendra & ce bur, s'appelle
la methode inverfe des rangentes.

Nous avons trouvé précédemment les expreflions
générales diférentielles de la tangente, & des autres
lignes analogues, aux courbes, zinfi que les exprel
fions de la redtification & de la quadrature des ef-
paces. Si Von compare donc la propriété donnée de
la tangente, de ha re&ification, de la quadrature, &c.
3 Pexpreflion générale relpective ou formule géné-
rale différentielle , il naitra de-1a une équation diffé-
reoticlle foit du premier degré, foit des degeés fu-
périenrs ; & cette équation invégrée, foit algébri-
quement , {oir au moyen des quadratures, donnera
la courbe demandée, & 3 laquelle coavient la pro-
Pt;ﬁé Mné‘.

¢ "on demande, par exemple , la courbe dont
la {ou-tangente eft doubls de I'ablciffe, Ayant ap-
pellé les abfiffes x, & les ordonnées y; puilque la
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yéx
&y

. d o
aura certe équation -{Tf- =21, Si l'on demande

quelle eft la courbe done Vef eft égal aux deux
tiers du re@angle des coordonndes ; puilque V'élé-
mene des efpaces eft ydx, on aura cetre équation:
fylx=§xy, & par cooféquent ydx=>....
_txiyaydx

formule générale de la foy-tangente cft , on

. Si I'on cherche 1a courbe done 1'azc

L]
compeé is le fommet eft toujours ézal 3 la fou-
mmaledgr‘:cfposdmte; puifque %dﬁou de 'arc

e&f[/[d:*-ﬁ- dy'], & celle de 1a fou-normale

yd d
22 on wre [/ 4oty = 20,

conféquent )/ [dx-+d'y ]=—"ig-;—-:f-)-:-';

tion différenticlle du fecond degré, dans laquelle dx
& &€ prife pour conflante,

2, [L eft facile de voir que dans les équations
trouvées de cette manire, les indérerminées font
melées avec leurs difiérenticlles; ce qui fit que les
Principes que nous avons c;?ofés jufquici, be nous
Permettent pas d’en tenter I'intégration, & fur-tout
lorfqu’elles contieanent des différentielles du fecond
ordre & des ordres fupérieurs, car la premiére Partie

ce Traité n'a roulé que fur les formules diffé-
Tentielles compofées d’une feale indéterminée & de
‘S‘c:iﬂ'érem. faur donc recourir 3 d’wtrel::s-:z

nté ces équations, ou pour
Mc'::: quadstma. ;q qui sappelle confruire les
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jgmkm différensielles des premier , fecond , troifidme
egrés, &c. Quant A celles du premier degré, oo £y
prend de deux maniéres 5 dans 'une, on tente de
palfer tout de fuite 3 Pintégration ou aux quadre-
tures fans aucune préparation préliminaire ; dans
Pautre, on commence par éparer, s'i! eft pollble,
les indézermindes, afin de rendre par ce moyen les
équations intégrables, foic ablolument , foit par les
quadratures.

Yexpliquerai, tant pour 'une que pour Vautre de
ces voies, diffiérentes méthodes parriculitres,
moyen defquelles on viendra & bout de plufiesrs
équations ; mais on en rencontre un ees-grand nom-
bre Jui réliftent aux méthodes qu'on a zcouvatd
jufqu’a ce jour, parce qu'elles n'ont pas toute I3
généralité qu'on leur deficeroit,

CHAPITRE PREMIER.

De la conflruttion des équations diff-
rentielles du premier degré, fans res
courir @ la [épararion pr!liminairc
des indéterminées.

to Lxs formules les plus fimples dans lefquelics
deux variables foient mélées, fone ces deux-ci,

2dy4-ydx, & -'3-9-:’-?-{-}—; on voit que Vinté-

Wd‘hi’ma“"ﬂly.&m&dﬂaf«on&:—-
' ous



IIL. PaAeT. Crar I 337

Nous chercherons donc des moyens de ramener
des formules plus compofée: & ces deux-ci, en cme
ployant feulement la fimple analyfe, ceft-3 dire,
co ajourant, fouftrayant, & en multipliaot ou divi-
fanz, &<, par des quanités convenabies, & qui fe-
tont difiérentes dans les différcos cas. Paffons 3 des
ek de==xdx—axdy; je I
Soit propofée I'équation ydv==xdv—xdy; je fais
padler leprgg'nicr terme de l{ume coeé du ﬁgne d'"éga-
hé, & j'aiy.lx-i-xdy:-x.l.r, & en intégrane

Xy = -’} b, Soik I'équation ¥*dy'4-2x"ydwdy'=
atdxtem xxyydxt, Cell-i-dire My -2 x'ydxdy—4=

Xryydxi=atdx'; je divife tout ‘E;r xx, & je
tre la racine quarrée, ce qui me donne X dyge

ydy== sact » dont Tintégrale et xy=aL.x4-b

dans I logaithmique qui a fa fou-tang. ==a. Soit
U'équation dr=y'dy--yydy+xdy, cft-i.dire
Yix—xdys=y'ldy—4yydy ; on you bien que o
Premier membre {eroit utégeable *sil &oir divifé
Par yy; failane donc cette divifion, on aura. ...
de—xa') & x

St yuly-dy, &en intégrant -;— )

Jy 4
ryth

4 Qux l'on vorole Péquation y'dy==myd x-4=
xdy .QQui ne :ré mtcroitéq‘:ien d{ d)i'ﬁiciic y h ¢
cocfficient m n'y éeoit pas, parce qu'ators lintégeale
du fecond membre feroit xy. On ne gagneroit 1ich en
tranfpofanc le terme xdy, & écrivant ydy —.i d y==

mydx. Mais on obfervera que la différcntielle de mxy®
o my"d e mf—.d,. laquelle ne d{ﬁ?xe de la
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quantité i intégrer mydx-+xdy, qu'en ce qu'clie

' —
.. ef multipliée par y~ !, Pour rendre donc inté-
grable la quantité propofée mydx~=xdy, on n'sna

" ta multiplier par y* S pour conferver Véga-
kieé, on malrpliera aulli "sutre membre de Péqaation:

on auvra y""';-.'c.‘):my;"'.lx-’-xy’&_ldﬁ
& en imégramf]'*-‘-" "dy=amxy” £ b

Soit Ja méme ¢ puation , mais avec des coélficients
différents & chacun des deux derniers rermes, Ceft-
d-dirc y dy=mydx-nxdy. Le fecond membre
n'eft pas intégrable; fobferve cependant que la difée

rence de mx];:' eft my~dx 4 n:ﬁ- 'dy , &
qu'ainfi il deviendra ineégrable, fije multiplie I'équation

par ]':—'; ce qui donne ' ™ ;"—'4_1=mf=.lx-i-
nxy" 'Jy; ;a; conféquent Pintégrale eft.. ..«

f;"‘i—'dyam:y"i b,

5. La difiérence de x°y eft x*dy4-nyx"~'dx
Cela polé, foit propofé d'ineégrer I'équation y dy==
rdy—+yx*—'dx; fi le dernier rurme avoit le

ient n, Vineégrate du fecond membre feroit
&y Or, jobferve que la difiirence de x'y et
nxy*='dy4-ny*x*—'dx; donc en malupliant
Péquation par ny* ™', elle deviendra ny’ +*—'dy==
Rx'y' ='dy-=ny'=='dx ; lc dernier membre

fera intégrable, & lintégrale fcuﬁf Ha—idy==
)4 b
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Msis fi le deraier terme avoi un 2utre coéifi-
cient que n, ou plus géncralement i les deux dee-
niers u‘l:ma étoient affedtés de coéfficients difi-
temsi D, par cxemple, I'équation éroit y'd y=
¢x'dyd-eya—'dx; joblerve slors que la diflé-

reace de —:-x'ﬁ el crﬁ—"dy-f- e_y'T'r—'d:;
donc en multipliant Méquation par ]%._'.elle de-
Viendra intégrable ; on aura Y S dy =
‘fj?_ld]-i-q'?x""dx. & Uineégrale fera
f)’ ’?_‘Jyz -i-r‘y'?g b. Silon Gt r==1,
¢=3,n=1, c==1, cell-i-dire fi I'équarion eft
Yéym=3 ¥dy—ydx, lintégrale fera -"7‘- =xy'.
Si Pon fait- =2, €==3, n==1, r=1, oy fi
ré?wion oft yly==2xdy 4 3ydx, Tincégrale fera
lyiam ;xﬁ. Sie==2, e=2,n=3, r==3, ou
i Yéquation eft Piy=2x¥y42yxxdx, lip
tgrale faa—";:- =:x'y,

Si I'équation éeoit v xdsamce dy wpe
OFT'dx, il eft chir quclle feroit intézrable ,
Puifgu’en la multipliant par y7 %, on zuroit 1”de s
extye 'd_y-{-q?'x'“'d.i- 3 oron avu que I'n-
¥grale du fecond membre eft -5- .\‘,\'r‘:. Donc, &c,

60 sotl' mim! l’é\lﬂﬂiﬁﬂ )’4]:‘—'—'0 'ERE
)
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dye—1yd N i X s
BXCTTTICE . Si ce n'éeoit le coéfficient 2, lie-

xix
tégrale du fecond membre feroit i’&c’cﬂipm

perte qu'on tranfpoferoit le terme xd ¥, & qi'ea
xe') xdy—ydx -
€criroit ) dy = === = . Mais job-
u ot 22U
xXx
& qu'ainfi en multipliant par y. Péquation devien-

: rxydy—)yix . Les .
dra y *'dy= o , & fera intégrable;

ferverai que la différence de

car fon intégrale eft j}' ""dy-—l"—:tb. Plus g&

néralement , fi I'on fuppofe qu'dl i 2it un cnéﬁuﬂ-l
quelconque n, & que I'équation foit par conféquen

e yd
yd;::—"f!-’;—{—f-; on fera atcention que la di

férence de 'r elt axy s ; {3 Pon mals

xx
tiplic donc ['équation par y*~*, on auray’ *+*="dy=
Axy—dy —yix ; & en intégnn:ﬁ’ $no=147

xx
n-‘r—*l

Bnn plus, doanons un coéfficient différent i chacun
des dewx derniers termes, & fuppofons que I'équatiod

M Jobferveque la difiérencede

‘mfd]s-

my* oft nx)‘ d).~.)’£; ;mnmrﬂm

» ye
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tion intézrable, en la muldipliant par y‘. ~Ticequi

“ﬂm .'.‘:—!‘ P "’]‘:—'dy——l)‘:t’l
¥ y= ’

xx

done l'ineégrale cﬁfj":-'ly= ! SR

x
axdys=mydx

Si Péquation éwoit y' " mx%ix=

xx 4

elic feroit encore intégrabl:, puifquen la multi-

pliant P!"J:-'. on auroit Xdx==.ceecced

S 1 a2
NSRS . que Tintégrale du fe-

xXx

cond membre, comme on fait.cﬂ-:;r-»
Propofons-nous maintenant les mémes équations,
mais fans dénominateur, Soir, par exemple, y'dy=
nxdy — ydx. Pour inégrer la feconde partic de
Véquation , il faudroit la multiplier par =", & la
divifer par x x5 mais comme il taudroit faire les
mémes apérations fur la ‘Pmmiife parne, & quiaprés
ces changements il ne feroit pas pollible de lMinté-
gree; on changera les fignes de I'équation, & clle
deviendra -—J'dyz.-]lx—-nrly. Ox je remargue

EX =R —td
que I diféence de = € g ;,‘,'" 2y

‘i'.'ﬁ on rendra I’i!quaion intézrable, en la multi-

phant par y*—*, & la divifant par y**; elle devico-
f 4-.-—.‘-,

s s u e B e "

; Y iij
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NE Y — - -
A ;” 2., dont Vintégrale el.... ...
Jrru=aigy o ol

f e " E 2

Si les deux derniers termes de Péquation foot
ofiettis d'un coétficient, & que Fon air yidy=
nxdy—mydx, ouenchangeant les fignes —ydy=
mydx—nxdy; on obfervera que la différence de

r. et m):dx—nx:sf-.‘d)

m mmy~

Plie donc Péquation par y: T qu'on la divife

; i 'on multe

'-0-:.— 'J,’

per mmy%!,elh deviendra — .2

- ==
mmy™
mv:'dx—nxys_. 'Jy
< i & on trouvera pour fon
mmy=
e oY —
imégralef-—--l’ - ul" = e - by
mmy ™ P

7- Ox demande d'ineégrer Péquation dy=
#dy—~nyx"='dx, En cbangeant les ﬁg!{;. o8
aurs —jdyzny.t’"d:nx’dy, & l'on ob-

fervera que la différence dc-;:- WReaowioenme

- » & qulainfi en divilant 'éges-
tion par yy, elle deviendra intégrable , & fon io-

pigrale fera ey sy -’;‘_ + b,

Ay r'—'dr—a'c’}
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Mais fi le coéfficient n ne s'y trouvoit pas, &
que l'équation fut y'dy==x"1 —yx'='dx,ouen
changeant les ﬁgnesr. !-J’djiyx“"lx-——r'dy;

on fera attention que la différence de -%- el
aypxr=tdyemnxy—='dy
‘]"
Péquation pac ny* =", & la divifant par y**, elle de-
'. _H)"*""'"}zll"f"'f-'r—ﬂr‘,)“" rd,
Jll = e ’D. "

ik [Ty
dootluuébraleeﬂf T + b
$'il y avoit un coéfhicient autre que n, ca mieux
encore §i les deux demniers rermes ont chacun leue

coffficient , par exemple, fi Iéquation eft y dy=

¢x*dy —eyx"—'dx, ou e l‘:x;wn les é‘nc!

w—y dys= ey’ ='dx——cx"dy; onremarquera que

a Wﬂ(ﬁ de —::‘- C&osooo.ooooo-u- EREE)
0)-7

2 -1
meytpr=tdxe—ncx)’ &y

; qu'ainfi en mulripliant

; que par conlde

N

eey *
quent on rendra Péquation intégrable, en la multi=

pliane par ”‘-',3—-!.& la divifant par ey * ; foninr

L
l+';'— ld]

tigre fora [ Sy =t b

L
—
.

eey * 3
Mais fi Péquation avoir été YT Adxs
Cx*dy—cyx"—'dx; je remarque, {gps chaoget
v
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Be

les fignes, que la difiérence de L‘: ’ooooins

s | S
nexty e €y —ney? xv=—1sdyg

xlt
tipliant I'équation par nf'"'- X » & la divifane par

x**, clle deviendra n

» & qu'ainfi en mul-

I SR stse vt et ananannen
"e

rexayT ‘Jy—ncf'—t"" tdx
xs.

Cﬂ/n:‘:' == ¢)='!:t b.

8. Ox a vu dans la partie rflcldemc.qnc toutes
les fois que le nnmétmr "une fraction , qui oe
contient qu'une feule indéterminée & des conflantes,
¢lt a2 différence exaite do dénominaseue, ou it pro-

rionnel & cete difiérence, V'intégrale de ceme
ration eft Je logarithme du dénominateur, ou et
r rtionnel i ce logarithme, Cela a encore heu
orfqu'une fraétion contient deux indéterminées =
Kes comme on voudra avec leurs difiérences. Ainfi
dx<-dy nt

o —~==dy (fuppols
que di et donaé d'une manicre quelconque par x od

T dx4-dy
P“J) cﬂ L‘("‘-"J)““ribo Ce!lc de —‘-;-.-—.-;-J- ==

di & LY [xdy)e=g45 Celle de.....o
Axd g — g ydy
*x—yy

oo "J-,-.-ﬂ.—'ﬂ’
Cilada 2¥)mm3yy =dzeltL, V[’J"'ﬂ]”

o dont [Mintégrale

Piatégrale de I'équation

w=di eft 2L.(xx—yy)=1+b.
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t+b. Et géofralement lintégrale de.....oues
my*x"—Vdx4=nx"y*— dy—(me—n)y~**—'dy -
'_(,vjo_)a-ﬂ--)

dyelt L.V [y —)y" " ]=1xb & de méme
pour toute autre équation qui aura les conditions
dunt on a parlé,

9. I y a des équations qui n'on: pas les condi-
tiors nécellaires, mais 3 qui on peut les donner su
moyen des opérations ordinaires de I'Algébre. Soit

. d
FPéquation .:_!.._:."if-

bre n'a pas les conditions requifes ; cependant il les
aura, fi Pon divife I'équation par y, oa aura aloes
d
-‘Jx—'t;’f-'—=_.‘?_, & en intégrant, L xy==
Ly aL.bL
Soit I'équation axdy - zaydr-:.ryd]; on la

. . ‘ - l.’!
d 2 1 L.)_—'!—
ivifera par axy; ce qui doonera - ==

=== dy; lon premier mem-

¢ x
—:— , équation qui feroit intégrable,, fi ce n'éroi
le coéfficient : qui et au fecond terme; on foul-
traira donc "x; de chaque membre; & on aurd
Xy 4yéx 8y yidx  Jelti-dive wdy=+yix

MY T xy %)
e -?- - -ff-. dont Pintégrale eft Loxy == -'-';--
x
L. x4 L.k,

Soit I'éguation yxdx=( :xyly-}-]'.l])]/]_
9ydy; en la divifant par y, on aura xdx = (xxdy-+
yydy))/y—ydy, ou bicn xdx4ydy=(xzay+
7ydy)V/ys & divifane encore par X x4y
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Llias b RO y . Vy., domt [lintégrle of

Xx4yy :
LV {sx4yyl=is xb

10, On a vi encore dans la Partie précédente
(n® 31 & 32) que fi une formule qui n'a qu'vne
feule variable eft le produit d'une quantité complexe
quelconque, pofitive ou négative, entitre ou rom-
pue, par la différence précife des termes de certe
quantité, ou par une quantité multiple oa fove
multiple de certe dilférence ; on auroit pour intégrale
Ia meme quantité avec Pexpofant augmenté d'une
unité, en civifane cependant la quantité par l'expo-
fant’ ainfi suzmenté, ou une quantité muldple ou
Jous-muiciple de certe intégrale. Cete regle aun
encore lica, quand les formules ferone compofées
de deux voriables & de leurs différences, mées
comme on voudra, pourvu qu'elles ayent Iy condition
indigude,

Ainfi intégrale de (dx4-dy) /[ x-+y]=dt
( fuppotant toujours que d 7 foit donné d'unc manicre

quelconque en x ou en y) eft ! (x4 )'.==1’t"‘
L .ntégrale de (§4:-§—‘;J})V{x+;].—=d{ cft

3ot (xmy ) mga b Celle do iU
Viex=+4iry]

éy et 4/ {ax+by] g4 Celle de....es

Pile41gppdp == 1097 1 g¥dp

LV Lp gHgE, |

VIrg4-9'pl=7 3 & Cellc de (xd;+y¢£x+
b

2yey)b.(xy4yym =dy et

m = n
L

(xy+yy) = =g b Celle de V220D
b(xgys

=J:. cﬁ.--
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o T b i

wurres,

It arrive aufli que les équations ont befoin d'ére
préparées; qu'il foit queftion , par exemple , do 'équa-
tion sxdx 4 sydy-+yydx==dg (d7 &ant don-
né en x d'une maniére quelconque ). Je multuplie
V'équation par x, & fai Ndxpxxydysyy rdx=s
-N!{..ou bien x.!x(xx-q-yj)-!—-ydj.xxs:.xd;.
i n'a pus la condition nécellamre 3 mais je vos
Gu'elle l'auroir, i yly, qui eft déja multiplié par
xx, éwoit encore multiphié par yy; j'sjoute donc
le terme y*dy 3 Fun & & Pautre membre , & jai
sdx(xxwyy) 4 ydy . ¥x-tydy=xdi+
Pdy, Celdidire (rdx 4-ydy) (x5 yy)=
xd7-+y* y, qui cft intégradle, & dont 1intégrale

( : .
elt Xx <)) =)‘ :hb""lxdt'

4 4

Mais il o'cft pas fcile de connoitre leg quantités
qu'il faur ajouter o fouflraire, ou les altérations
qu'il faue fuire fubir aux équations , afin de les rendre
intégrables par cette méthode ; fi bien que lorfque
les équations font un peu compofées , on peut dire
gue c'elt un hafard o un bonbeur, d'arriver su
par certe voie. Ainfi, au défaut de cette méthode s
il faudea avoir recours & la (¢paration des indétee-

.
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e ——
CHAPITRE IL
De la conftruffion des équations diffé-

renticlles du premier degré, par le

moyen de la [éparation des indérer-

minées.

11, LA féparation des indéterminées réuflic quel-
quefois, mais trop rarement avec les premicres opé-
rations de 'Algébre. il s'agiffoie, par exemple,
de I'équation rxdx'b-xydxdy=aady'; on voit
fans peine que fon premicr membre feroir un quarié
parfait, fi on y sjoutoit la quantité "—"j—':- Ajous
tant donc ce terme de part & d'autre, I'équation
devient xxdx'-l-ox]d.rdy-}- J"?’ =gady’+
274y " . :
3 on tirera la racine quarrée, ce qui donnera
4y Jy :
8‘8’—{-——‘-—— o= d] V[-—:-—-{-da]‘o&ks va

ricbles font féparées; & en intégrant, ; -s--z’-:'- ==

ﬁ ’ 1/[d K=y 'J:""‘ ] == b. L'intégrale du fecond
membre dépend de la quadrature de hyperboie.

12, L plus foavent il fera bon de fe fervir des
fubflitutions, Soie léquation wadx = xxdy -
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2xydy-yydy. Que Pon fuppole x-b-y==1
(7 @ant uae nouvelle indéterminée) & par confé-
g.nmr dyedy==d7, & xx-r2xy4)y=if

aifant donc ces fublticutions, on avra gadg —

. 4 aady

asdy=g7dy, ceft-d dirc v =dy, équa
tion ol les indérerminées font féparées. Liineéyrale
du premier membre dfpend de la redtification de
1 circonférence.

Soit propofée Péquation (xdy = ydx).....

dx-+)dy
Atemxxyy )= - .
VI 2] V texayy )V txxsry)
remarque pour le premier membre que Fintégrale de
xdy-tydx elt xy, & que le quarré de cetre inrégrale
fe trouve précifément dans la quanticé V [at—=xxyy]s
c¢ qui m'indique qu'en fuifant xy==7, les indé-
termindes fe é}nmom dans ce premier membic,
qui deviendra d7)/[a'—17). Je remarque de plus
pour le fecond membre, que l'intégrale de xdx+

.74]:0 yxdeyy

3

nateur font analogues & certe intégrale ; par ou je
veis que 1y fublticution de xx -y ysm2p a
les indérerminées du fecond membre. En effer, au

moyen de ces deux fubfticutions , I'équation devie:t
“V e ]=____l.3._..
y WS Papve

Je

. & que ks quantités du dépomi-

dy—s3¢
Soit I'équation '2;’__;')’. Te=dy, (dp éuant

donuée comme on voudra par x ou par y). Si 'on
divifoit xdy —ydx par xx, fon m{;rdc alors

feroir %-; ainfi 'on fuppolers !;-as—{-, & pa
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‘on“qucm xdy—ydx 2t ép ,8.'28'6"-—-2)12-

Xx 2

-:-i;i'-’-. Cette fuppofition donnera donc., voevue

1xx?y
@ (XX~ r1xy4=yy) ‘
& le dénominateur de la fration par xx, on aun
1 dp J F

==dy; divifane le pumérates

T e L g "
a(u—-'—-i--.—;
d
.!'Z.ze-’—p;dooc ,"’ = 4 7; alons
xx &a “—l‘p-’-r’

limégrale de cette équation eft algébrique, & j¢
pafferai en effec & l'inégration, Je luppolerai pout
cela a—p==g, & Péquation deviendra — :5-:-?.——- '

& en intégrant -:'-'-;g: b=z Mis gmmagwmp, &

ﬂ, - .x—" .
p=— ainfi §==—==——"=j en remetant cA®

X

valeur de g, on trouve —— - b=y, qui of

la courbe de Péquation différenticlle propofée. Si 2
licu de fuppofer a—p==g, on avort uppolé p-—=
a==g, on auroit rouvé une autre intégrale dif-
rente de celle-ci feulement par Jes fignes,

13. L'fQuaTron précédente me dome oces-
fion de fuire une remarque imporeante. Non feule-
ment lcs courbes changent juclquelvis de narure
par Fincégration faite, ou limplemene , ou avec I'sd-
dition de la conftante, comme un I remarqué des
Forigine des quantités infinitélimales ; rais on reo-
conire quelquefois des formules qui ont plaficurs

L
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intégrales offez différentes , & qui fourniflent des
courbes de difiérent genre, méme fans quon ajoute
de couflante; ce qui mérite quelquattention.

En ﬁappofun-{- = -%—. on a trouvé que Uinté-

grale de I'équation "'(? :;)':h =4z, [ans ajou-
ter de conflante , éroit ;x =1, Maintenant je vais

fuppofer -} = -:-. & tenter Pintégration; je trouve

donc ’h;rl" = d: , & par conféquent
axdy—2yds ,--_,__'_7-{,‘1. s & la fubfitution me

donne -'d' ﬁdt. Mnxs-f-'-'-‘
= ir )
a. ..__--—-m)
b4 ,.{
L : done et~ —=dq. Pour intégrer,
Q ’;_—:ap-k-ml

faifant p—a=q, J'ai —-—!-;5-?-:: dg; en inté-

grane -E-,‘-.:::.& en remettane bes valeurs, -;:_-_{;=l{.
intégrale qoi differe Ue la premitre. .
L'équation *¥J —; eft encore uac intégrale
& =D S 2
de Péquation propofée, différente des deux précé-

tes. Pour s'en aflurer, on n'a qua différentice

x
T.‘z-=f’°0WWﬂl.-ooaaooo.O"""”'

e ydapesdymyly—xix gl XG0 g
(x=—y)*
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& en effagant les termes qui fe dérruifent.....0:
txdy—=1ydx
(x==y)*
propofé d'ineégrer.

Suppolons que dy=dy, & qu'ainfi I'équation
txdy——aydx

P =dy. En fe fervant
de la feconde intégrale qui a €ié trouvée, on 3
P'équation ’ZJ =y, & par conféquent 2 4=y ==x,
qui eft un licu au trisngle. Si on fe fert de la pre-
miére ou de la woifieme intégrale, & que V'on lalle

iy X af y

X v—

== d7, qui ¢t I'équation qu'oa Séoit

propoféc foit

T bien =y, la courbe eft

du fecond degré.
Généralemene , i I'équation  différenciclle efl
axdy—ayde

(xe—y)*
midre, ou de la woifieme intégration, on aurs une
courbe du degré m~-2; fi 'on employe la [econde,
la courbe fera d'un degré immédiatement inféricur,

14. MA1s outre que la méthode des fubilicurions
n'elt pas univerfelle, la grandg difficulté qu'on ren-
contre en Pemployant, c'eit la peine & prefque 'm-
pollibitité qu'il y a de favoir la fublftitunion qu'il fau-
droit faire, pour ne pas opérer au hafurd, & pout
éviter beaucoup de tentatives inutiles. On procédera
cependant avec une entidre certirude dy fuccés, daos
les équations ol Ia fomme des expofants de Vinconnue
eft la méme dans chaque terme, & il n'importe pas
gﬂe ces .qutions folent affeltées par des radicaux,

¢ frallions , des féries, des codficients, La fublti-
tution

== y"dy; en failane ulage de l2 pre-
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tetion qu'il faue faire, confifte 3 fuppofer une des
variables égale au produic de l'autre par unc nou-
velle vanable; par exemple, fi I'équation et donnée

T W |
per x & par y, on fera x=-—, ou bien y ==,

('a lewre a du dénominateur eit une conflante quel-
mt:'que idxvolonné); & par coniéquent dy==....;
_f__(_-:-_z__; les fubftitutions faites, on aura une
autre équation qui fera divifible par aveant de di-
menfions de I'indéterminée x, qu'il y avoic d'uni-
tés dans la fomme des expofants de » & y @
chaque terme de Péquation propofée ; au moyen

¢ cette divifion, la Jerre x n'aura pas plos d'une
dimenfion , & fera toujours multipliée per d7; aiuh

*-5- fera un des membres de P'équation , & Pautre

D¢ contiendra que d7 & des fonctions de 7: par
conféquent les indérerminées feront [éparées. Si nous
appellons donc A 1a fomme des termes qui fon: mul-
tpliés par dy, & B, la fomme de ceux qui font nul-
tiplids par dx, 'équation fera Ady==Bdx; on
fene que 4 & B fons données par les deux vasiables
* & y mélées fans ordre. Maintenant, puifjue le
nombre des dimenfions de x & y prifes enfemble

ﬂlemémedamwmbmmd.ﬁ“m“:}’

%2 Lieu de y, il arrivers de-1a que dans tous les termes
des quanrirds A & B, la lettre x qura autane de di-
menfions , qu'en avoient auparavant x &y 3 elles
deux ; ainfi en fuppofant que n foir le nombre de
ces dimenfions , V'équation fera divifible par x*, &
o'y reflera que 7, 4, dy, dx. Suppofons qa’sprds

llﬁxhﬂimiondeﬁ‘f-&hdiviﬁonpur x, tout
Z
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ce qui reflte de la quantité A foie C, & rout ce qui
refle de la quantité B, foit D ; Péquation fera Cdys=
Dix (C & D font données en 7 & en conflanies 3

xdy+3dx
.-

mais dy == 3 I'équation fera donc. ..

Crdy+Cypd~
a

== Ddx, ct-d-dire Dadx—

. dx cy
Cidx=Cxdy, & par conléquent — = D—a':C{;
anli les indéermindes font fépardes, & I'équatioa
peut étre conftruite, du moins par les quadratures

Il eft indifiécent de fuppofer y == —?— , ou ¥=

.Z‘l. , puifque de Pune & de Paurre manitre , on

parera les variables ; il peut fe faire cependant que
I'une de ces fubltizutions aiz des avantages fur Fautre,
& qu'c'le donne une équation plus fimple, & qu
git moins de termes, ou dont la conflrudtion foit
plus facile & plus éégante, On fera bien par con*
sgi:cm de les éprouver toutes les deux, & de sat
or & celle qui ménera plus facilement au buts

Exemrers L°
Soir Péquation xxdy=yidx+xydx. Je fup-
4 4
pofe ]z-i:-!-, & dy=—ITITT 1o fublline-

. i 3 -yrrne
tions me dannent — 1:-:;2::.’: o *3¢ -
g

3 je divile tout par xx, & je réduis au méme

Txxde
a

dénominarenr ; d'od il réfulie axdi4-azdx=
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trdxt-azdy; c'ell-d-dire axdj=g7dx, & par

i é
on — T ——
Equent - =

Exeumrrre IL
Soit ['équation xxdy=—yydx-trxdx. En fup-
pefant y= -’?-. & par conféquent dy == g::ﬂ.
x"lf-o-;xn!r_ 11xxdx
- L
duira 3t méme dénominateur , & on divifera per x.r.
¢ qui donnera "dx—azd.r-#-ud:-—-udg ’
par conféquent ": o et i Pon fale

{'—-az+ao
Yippry
- »
]

01 2urs Sxrdx;onré

Pautre fubflicution de x =e-2im y& dxus

mﬂ: J"P*P)J‘) +
&

LR

on trouvera

Ldrery) 5 , Celtidire, appdy—eapdy—
<

P‘djzaaj.d’-n}-]p'dp. & par conféquent
‘J= gadp2pdp

S—

I app—szp—pr
Exenxrre IIL
Soie l'équation l]]/[x£+}]]==vl v. En fup-
pofane ]a..'.'i. la fubflizution donnera, .v.on
<

R S 13 5 " Vf!’?(*“’ﬂ grds » 0u bien

"‘tV[u-&-“]-azd:—gdxl/[ca-:-n ], &
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dyy/[22477] - ls. Si ca

r conféquent
pe : ap—1v [ea=+17] x
avoit fae x= -‘%—. on suroit trouvé cette éguas
dy dp

TION e = e .
J Viea+ppl—p

15. IL arrive que dans des équations qui ont !s

condition dont nous avons parté plus baut, les iffé-

rences dx & dy ont clles mémes plus d’une diren=

fion. Dans ces cas, la fubflizution de -::'- a liew

de y (en ne touchant pas pour le moment 3 dy) ren-
dra tous les termes de I'équation divifibles pac 8
méme puiflance de x; & il ne reftera dans Féqua-
tion que 7, dx, dy, les conftantes données & celies
qu'on & introduitcs, mais ¥ ne s’y trouvera plus. Et

puifqu’il faudroit mettre 2erbacy. au licu de 4y,
¢ce qui introduiroit de nouvesu la lettre x, 00 fup-

poflera -i?-adf. & on mectra dx+act o liew

de dy; par ce moyen V'équation fera funs x, & con*
tiendra feulement 7, d¢, 4 x, Jes conftantes données
& celles qa'on a introduites. On fuppofera encore 43¢

aiu::dx:de, & on [ubltiruera L?-, au lieu do

d1; il en réfuleera une &guation déliviée des quan-
tités difiérentielles , & qui appartiendra i une courde
slgébrique exprimée feulement par u, ¢ & des conf-
tantes. Cette courbe donnera les valeurs réelles ée
M, que je vais déigner par 4, B, C, &c, c'eft-d-
dire que je fuppofe u=A,u=8B, u==C, &c, &
Sue 4, B, C foicor données en ¢ & en conffantess
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oa aura donc dxaz-‘-;i-. d.rr:-.—;-'-. d x =
-‘-é-'—. &c; or, puilque Jt—-:-‘ﬂ-. on aura auffi
=X, dx= L, dr=T2L, Kei dod
'on tirera enﬁﬁg=-€:— 3 i:—:: %.&C.Aiﬂﬁ

leslogarithmes de x feront directement proportionnels
aex efpaces des courbes , qui ayant les 7 pour abfcifles,
aurone leurs ordonnées réciproquement proportion-
nelles aux valeurs de u précédemment trouvies; &
il y aura agtant de courbes qui fatisferont 3 la quel-
tion, qu'on aura trouvé de valeurs différentes & réelles
de 4. Nous remarquerons méme que V'addition de
la conflante, lorfqu'on intégre les équations -f:— -z
{

7& : i:_ >, _‘Bl , &c, peut diverfifier encore ces
courbes, & fouven: méme en doubler je nombre.
On aura donc L. x égal & Pefpace de la coarbe, qui

@ pour ablciffe 7, & pour ordonnée -;-.—'é-.&c.

: o AL
€l d-dire, L. x , égal i imégrale deT, 5 &

sinfi prenant ¢ arbitrairement, le log. de x feradonné,
& par conféquent auflila quantitéx correfpondante, qu:
eft ordonnée dans lalogarithmique. Mainzenant puilgue

x eft doande, y le fera aulli par Péquation _1==—?-;

Cefltadire qu'on aurales deux coora:mm!esde I'équation
GiliErenticlle propolée ou de la courbe gz'gp cherche.
- ll’
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On aura différents points de cette méme courbe

cherchée, en donnant différentes valeurs & 7.
Pour appliquer cetre regle i un exemple, pro-

pofons-nous Véquation xxdy'~b-rydxdys xxdx’,

Subftiruant done f;i_ & y, nous aurons arrdy' 4

sxydrdys=axxdx*, & en diviline par 57,
ady’ sy dxdy==adx', oi x ne patoit plus. Mai
comme en mettant au lieu de dy fa valeur. ...

d d . pii .
l..’.'.'.:.’ ., x dintroduiroit de nouveau dans I'équs-

. d
tion, nous ferons -f-;-f-.h. & pac conféquent

dipom ydx<+ade
dxo dxé det
3éx -0-):{..: twaade +_§ff_' “+aydxde -
2

adx*, ou bien 237dx'4-jagxdid-aadr==
aadx’, ob il w'enee que 1, dx, dr avec lears fonc-

tionz, Suppofons de nouveau d:-_.--'—fx-; a fubfti-

tution nous conduira & cete équation purement al-
gebnque 27743 tu-kau==aa, d'ot nous pour-
rons twer les velewrs de u doonées algébriquement
en 3 & en conflantes, Mais d¢ an-"f.f.-:.-fi;

"3 <
d d A
donc ~£- o --u—r-, équation dans laquelle les indé-

terminées font (Grarder, puifque v ot donné en 7. On
decrira done les cogrbes qui ayent 7 pour abfzilfes.
& dnt les ordonnées foient réciproquement propor-
tonnelles aux valeurs de w, co qui donnera x; &

y & Péquation deviendra. . o
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oa trouvera y par la fubflitution de y ===—"L.

16, Crrenpant fons faire vlage de cetie mé-
thode, on pourroit ramener pluficurs équations de
cette elpéce, & nommément celle qui vient de nous
fervir d'exemple ,  Ja méthode du 0", 14. En efier,
fi'on ajoute e quarré ! yydx* 3 chacun des membres
de la méme équation xxdy'-xydxdy=xxdx*,

s Ay

dle deviendra xxdy' 4 xydxrdy-- —“:-’T-—- -
:xd:v+ﬂfi, & en tirant la racine quarrée

xdy +;]4,:_=4; V[xx-i-"—:]. qui ¢ft dans

le ca du n*. 14. Ou bien encore en tranfpofant
!Ncrme xydxdy, & ajoutant de part & "autre
iy74y*, on auroit xxd]'-o-;{ydy'nxxdx'—
fydxdy-4iyydy, doot les racines doancot

GV (xx4iyyl=xdx— _’.:.Z_ , qui tombe dans
le méme cas,

_17. Ox peut non-feulement conftruire les équa-
tions, lorgue les différences des variabies font me-
lées ente'elles, & €levées 3 une puiffance quelcongue .,
Pourvu que (n% 15 ) la fomme des expofants de
<o vaniables foit la méme dans chague terme, mais
0n conlftruira encore en général toutes celles ol Yune

deux variables, foit x, foit y, manquera. O

dy , o .
fappofera pour cela dx-=-‘:'1-,. fi Ceft x qui man-

Que; & dy== -‘-?-'-, fic’elt y, (§ ¢tant une noavelle
ndéterminge, & @ une conllante qxlgﬁq;n ). Cat
W
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par l'une ou l'autre de ces fuppofitions, par exem:

ple, par celle de -‘—i’—'—-= dx, l'équation propolée,

comme il eft évidene, fo changera en une autre, qui
fera divifible par une puifance de dy, telle que
Péquation n'aura plus que des quantités finies, On aura
g;r conféquent ¢ donnée en y & en conflantes; &

relation de y 3 7 fera exprimée par une équation
ou un¢ courbe abl:lument algcbrique. Les variables

ferone donc [éparées, i dans Péquation 24 s,

on met la valeur de y que donnera cette équation
algébrique,

Exesnxere I
Soit Péquation ydy'dx=adxt42adx dy'~+
ady*, On fuppolera d:—-i-?—, ce qui donnera

]‘éqn(ion _7_):‘]_‘_ — -3-._"’; -+ —’.tt_:ll.-}-‘df.

a’
ou bien -g-=%+—2§1-+"& par confé-
Xl 2a 3dt
quent y e ¥ +31+—{--. & JJ._——‘—;- -+
N é
2dyi— =ik 3 doncL?-:dxz..’..?’fL -+
33dy ady

R Si Fon pafle 3 Iincégration, &
qu'on fe ferve de la logarithmique done Ja fou-

tangente et @, on aura .r-.;-;—':. O £ 1

Erfu'te on trouvera les valeurs‘;a deux‘ coordon-
née: x, y de I'équation différentielle propofée, par
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le moyen de deux courbes qui auront I'indétesmi-
née commune 3. Voici comment on procédera pour
la conftruction,

Prenant QE (Fig. 1) pour axe des abfc fles, que
Fon décrive la courbe DA H de léquation y==

tion x:..—-’-?-.--b-t—'--L.{; les EH=y, &les
4a) M

EK == x, fcront les coordonnées de la courbe diffé-
rentielle propofée ; & pour la conflruire, ayant fait
CM paralicle 3 EK, on prolongera K M julqu’ea
N, de manitre qu'on ait toujours MN=EH; &
NBN fera la courbe cherchée,

Exemrre IL
Soit Péquation y'dx'—-aaydyds*==2a'd)y’,
tr,:d’: i
at
ﬂ%f'ﬁ--.:c’dj'. ou bien 'y’ =a't'y=a".
? fera donc donnée en y & en conflantes; & par
conféquent les variables ferone féparées dans Féqua-
60“ dx=":—l‘!"o

o
Pour avoir maintenant la courbe de I'équation
Propolée , on décrira la courbe de I'éguation 1*y" ==
"Ar;yz-—-a', en prenant CE pour axe (Fig. 2), les
CM poor y, & les MK pour g. Sur KM prolongée
on prendra MN égale i V'efpace CMK] divifé par

g, c'elt-a-dire que MN fera =f-'-;‘-’-=t. & e
Point N appartiendra 3 la courbe,

On fera dx=-!-?-; & on aura

Fig. n
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18. ON peut rendre la méthode du n® 14, m
peu plus gendrale, en rransformant des équations
qui n'one pas la mime fomme des expofants de leurs
vasiables dans tous Jes termes, en d'autres qui ks
ayent, & qui foient par conféquent fujertes i la regle.

n peut en venir 3 boue de deux maniéres, Dans
Fuae , on employe des fubflirutions convenables, &
pour lefquelles on ne peut pas donner des regles;
les exemples feuls en peuvent montrer 'ufege.
Vautre , on fait des changemenes aux expofants de
Ja formule ou de P'équation propofée, qut ont pour
but de dérerminer au moins en quels cas & pat
Guelles fubliitutions on pourra réuliir 3 les transhor-
mer en d'autres équivalentes qui ayent la condition
demandée. On voit pur-1d que véritablement on o
peut pas géncralement féparer les variables, max
qu'on peut déterminer une infinité de cas dans lef-
Gueis cette [éparation céuflit, Voyons d'sbord la pre-
DIre manicre,

Exemxrere L

Soit I'équation dx)/[aaxx—d-a;®) ==71d7 quil
n'a pas la condition néceflaive. On fera 3 = ay),

& par confiquent §7dg == ": 4 ; Jes fubfticutions
seydy

donnent d.vl/[uxx-{-aa;y]z: , €qua-

tion qui ¢ft dans le cas du n®. ;}; On’ parviendra
[

eacore 3 la {éparation, i Vo faie |/ eaxx—+a;' )=

au, ou bien sexydapd =—aaun, & par coné-

quent zazx J.\'+;¢g;dgx;;¢¢.du. ceft-i-diue
raudu—raxdy 2"

idi= - i Jes fubftitutions donse=

sudu——sxdy

ront udy =
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Exsmere IL

i el s xxdy .
Sait Péquation x dx-&-———-‘/!.‘”] =dy. Je fais

V [a<y)=1, & par conléquent Ay, dy==
2741; ce qui me donoe 2t dy~2xxdi==2747
Mais cetee équation exige encore une rédudtion 3
je Gippole donc xxmeir, & par conféquent x*==uy,
& 4x'dx==audu; fubflicvant ces valeurs, jai

d
L;—‘--i-zud{-:zgdf.

19. Jg paffe & la feconde maniére qui cft fondée
far les altérations qu'on peue faire éprouver sux
expofants ; & je prends Péquation générale de trois
termes ay'x” yd-byixidxdecx’y'dys=0, dans
wuelle chague figne peut étre indifiéremment pofi-
tif ou négatif. i 'on. avoit n-4-m == dp==ret,
ce feroir le cas du n% r4; mais foppofons qu'il
n'y ait pas cette égalit€ dans les fommes des expo-
fants , on fera y==3', ce qui donne dy==:¢"""dg,
Puegt, yre=gt, yrmg'; & failane ces {ubfti-
tutions dans I'équation prapolée, on aura o s~ d x4
bptardy desex ' 7 dy == 0. Mais les condi=
tions de notre méthode exigent que.ni~m==gf-t
Pe=repmst-t1—1 ; de lz premitre équation x ¢+
Ra=gr-4-p, 00 tirera (== :_: , & cetee valeur
de 1 fublituée dans la feconde , donnera (s==4a-+1).
(Poem) s (p e 4=10.(n—g], qut et I'éguation
de condition qui doit avoir lieu entre les €XpoIants de
Téquation® propofée, afin qu'elle foir réductible au
s du 0°. 13, & on I'y ramenera en cfict par la

Po—w

Lubftitution de y==7"—7, :
Si au liey de fuppofer y==g', on avoit fuppofé
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¥ ==3', on auroit rouvé la méme équation de con-
dition pour les expolants ; mais comme on auroie

"7 1 fubflicution qu'it faudroit faire

alors, eft celle de x ==gr—=,

eu ==

p—m

Il peut arriver que 1a fubflizution de y=g"—t
ne foic pas fafible, & c'eRf lorfque p=m, ou
m==7; mais dans ces cas on peur (Eparer les indé-
termindes fans recourir 3 cette réduétion,

Dans I'équation canonique ay"xdux—j-lytx7dx
cx’y’dy ==0, fi outre la fuppofition de y=—7", on
fait encore celle de x==u', Péquation fe changera
en celle-ci, aig* '™ +i=1dyau gt/ +i—'dude
Cru"y" ¥ ='ds = 0. La comparaifon det expo-
faoes du premier & du fecond terme donne at=+
It — =gt ip-i—1, ceft-3-dire, 1==i.

-_—n
-:—_;—; la comparaifon de ceux du fecond & du
troificme terme, donne ireje st et 1==g =t
Ip~t=i—1 ; & chaflant ¢ de ces deux équations,
on trouvera i, (p=—m).(s—g4-1)=i.(n—q)-
(p=-r—=1), équation de condition qui exprime
le rapport que doivene avoir entr'eux Jes expofants
dans P'équacion propofée. Mais Ia lettre i difparoit de
Véquation, par ot I'on voit que !a feconde fubftitu-
tion de x== cft ablolumeit 1hutile , & que généras
lement toutes les équations ne peuvent pas étre rame-
nées au cas du n’. 14, mais {ealement celles ot I'on
a I'équation de condition (P=m)(smg4=1)=
(R—~q)(p—r=~1. Il e faut dire aurant de celles
qui font compofées d'vn plus grand nombre de
termes , & dont je vais parler en peu de mots.

. 20. Lonsqus les €quations auront plus de trois
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termes , il faudra, afin de pouvoir les ramener &
k méthode du n®. 14, que les expolants ayent en-
core d’autres conditions. Prenons I'équation géncrale
de quatre termes a X"y dx-ba?ytdx=cx’ Y iy
Sy dy=o0. En fuppofant y==13', dy==0;"""dy,
on aura a*' e d xd-byVarix=texy" T dy 4
Jextytr =4y Il faudra donc que nt4-m=

-
4;“

gt-+p, d'oi Pon tirera Pexpofant ¢ = :...

il faudra aufli que red=stfete— I ==qt~4-p, ou, cC
qui revient au méme, que . (f=—gae1)==p =
r=1; metant ici la valeur de ¢ prile dans la pre~
midre équation, on a (s—q—-1)(p—m)==
(p—r-4=1){n—g) qui exprime [a premicre con-
dition. Mais il faut encore que ettt =1 ==
§i=+p, ou, ce qui ¢ft laméme chole que 7.(u—
§4=1)==p-——e--1; mettant encore ici la valeur
de s, on wouve (u—q=1) (p—m)=(p—e—+1)
(re—g) qui et la feconde condition. Donc G les
expofasts d’unc équation propolée fone rels que ces
deux équations de condition ayent lieu, elie elt ré-

P =
duftible au cas du n°, 14, & y={*—¢ clllafub-
ftitution qu'il faue faire pour cela. )
Les équations qui ont cing termes, exigent trois
équations de condition ; celles qui en ont fix, ¢
exigenr quatre, & ainfi des autres,

ExemrrLeE

Soit Péquation ay' ¥dx—-byyx' dx==cxdy. Si
on la compare avec I'équation canonique, on aura
=3 m==1, §==2, p=i,1=1,3==0, &
on verra que la condition (s—g-1)(p-—m)==
(pmrt-1)(n—q) a licu ; anfi il favdra faire
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'-n

la f&:bﬂim?on dc J= t-:.:'Tz{—:. JC ru”&
donc ye= %) dyme—if My, y=1
yy=t"";cequidonnc gy ‘xdx~by~ixdr=a

—2cxy ‘dy, équation qui eft dans Jo cas que
l'on deliroit,

21. SANS rapporter les équations particulidres 3
la formule générale, il fera fouvent plus commode
de les trairer directement par Ja méme méthodes

Exemeprze I
o-38 d
Soit donc I'équation ay'x*dx— L2

J
cxxydy. Je fuppofe’ x =7, der==rp—'dy, &lo

LLPar e

fubMitutions me donncne ¢ a ¥ dg —
bty dy=cy'ydy. Mais il fout que -+t
p—1==3t—1, dou [c tirc t==2; je mems

2 au lieu de ¢, & jai I'équation 2ay°;" d7—
b{‘_y“'{]-q‘]dy’. quiar!‘l‘ pl‘écifémjcm dans Je
cas du 0% 14. La Tubllitwion qu'it faue faire cf
par conféquent ¥ ==11.

Exzmeprze 1L

. + ‘
Soit Téquation x dx 4y dxd-x'ydym=y Iy.
Je fuppole y=3', d]—_-t]‘""d{. é les {lbﬁ"

(ionsfaites.i'aix*l:—l-;“d.r-}-u""f*'—'h::
03"+ —"dg. Mais il faur que 2==2*, ce qui doane
¢ =1 mettant cetee valeur de ¢ dans Fégustion,

jai x’-d:-&-;‘dx-t—%:;:s— g= ;{tl;-, qui ol
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le cas du 0°. 14; la fubflicwion qu'il faue {aire oft
done ]:-::gs.

Exexpre IIL

Soit I'équation ayyxxdx4-bdx~t-cyxiv-
fyydy=o. Je I{;{pofe =3', dy ={;“"'d;;
& zprés les fubflitutions, yai ap*srxdx ==bdv ==
cyxds4-tfaty v " dy =0, Mais on doit avoir
2t4=2==14-1, ce qui donne t==-1; & ceue
valeur mife dans I'équation au lieu de ¢, la réduic

] sxxdx exdx " fx*dy

it g i
et dans le cas du 0, 145 & la fubflitution qu'il
faue faire eﬂy=-£-.

22. Areis avoir rendu la méthode du n' 1
Plus générale, je vais gn expliquer une avtre qui
elt ginérale dans fon fpm Elle comprend fans
cxceprion, toutes les équations dans lefquciios tane
bes variabies que leurs difiérences, n'ont pas plus
dune dimenfion.

Soir donc T'équation différenticlle générale, qui
embrafle tous les cas poflibles de ce genre, axdx -+
2{?-&-:;1:4-3: y4=fd x -kdy==0. Les coci-

s @, b, ¢, &, peuvent &re pofinifs ou ni-
gifs, ou méme égaux 3 zero. Joblerve en pra-
mier lie que lorfque ¢ & g font des quantités, toutes
kes deux pofitives, ou toutes les eux négatives, i
¢ =g Péquation pourra Sintégrer; car on aury
we(ydytxdy)m—axdr—bydy—fix—

axx b1

kdy, & en intégrant & cxy=——"—— -

fx—hy, Mais fi ¢ 'l pas égal & g, on fuppo-

=0, qui

‘
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fera x==p4-A, & y==q-4+B, (p, ¢ étant deux
nouvelles variables, & A, B deux conflantes
traires que l"on déterminera dans la fuite). On aura
donc dx=dp, dy=dq, xdx==pdp~+Aip,
ydy=qdq=Bdq. Ces valeurs mifes dans I'équa-
tion priacipale la changeront en celle-ci,

apdp =2 Adp-4-bgdq -4 bBdg-4-cqdp -+ gpdg}

=

~+-cBdp “+-gAdg
“+-fdp +hdq

Si le fecond & le guatriime rerme de cette équa-
tion sévanouniflent, clle tombera dans le cat du
n° 14, & on faura par conféquent en éparer les
indéterminées; or le fecond terme s'évanouira fi
Yon a aA—4-cB--f==0, & le quatritme, fi $ B~
gA4-h=0; & ces deux équations détermineront
Jes valeurs des confluntes A, B, de manitre que la

nouvelle équation fera dans le cas du n’. 14. On

aura donc Az:-:ia—:'—{'..8= '_‘:-'h .
Cotd-dire Aam L= po =St &t
tg—ab cg-—ab
fait donc les fubflitucions de & == p i -‘-!—-—.:;-.
LY S
[ -
& de y==g-+ ke » OD aura une équation

Cg=—2ab
gont.lcs indéterminées fo Epareront par la méthode
un’, 14
Sl anrivoit dans quelqu'équation particu-
!&m on et bf==ch, ou bic:qu‘l.::fg; et
3dire que I"ime ou Pautre dos deux conftanted
fit zero, ce feroit une marque que Von pare

viendroit au but avec une feule (ubibcution. Que
lon
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fon ait , par exemple, {: =2 = A=0; laiffnt
slors dans Péquation Jes x & les dx, on fe con-
tentera de fubftituer g8 au lieu de y, & on ache-
vera de la maniére qui a éeé dite.

. Si les grondeurs A & B étoient toutes les deux
210, on auroit bf==ch, ah==fg, & par conlé-

quent %a%:ﬂ & cg==abj au moyen de

quoi fes fubflirutions indiquées n'one plus lien. Toutes
les fois donc que 'on aura cg==ab, il faudra sy
prendre aurrement; on n'aura qu'a fuppofer ax -
¢y=ep, & chafier de Féguarion y & 2y, en fifant

y= T —_x dy——alx

valeurs dans I'équation principale, & I'on ouvera
&;d{—dixdg—cb{l:-&-ulrj_ﬁ*‘{‘:_

cc
hdy-—akdx
- Y

; on fubfticuera ces

y dy e

axdxade

axdx - g:d:—:q:d: fdx -

o bien , en fupprimant le premier & le feptitme
terme qui fe détruifent, & redmfant rout su meme
dénominateur , bydy == abxdy = abydx~4- aabxix 4=
Cdapecgady—acgxdx < ccfdx 4 chdy —
achd xe=0; mais puifque cg==ab, le (econd terme
détruit Je fixicme, & le quatrieme détruit be feptitme
il refle dong brdy—abyir—cegdr—tccfdr~h
thd;machdx, clidire. cocvavenancnns
i hrcr-chdy
“(—u'{:;qq—ut
Exsmprprze L

Scit Péguation a:dx-&-za].ix‘:-bt.b’—-
3

=d :.\'o
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abdy==0, Je fais x==p-A, y==q~+B;
dxs=dp, dy==d g, & apris les fubltitutions, J'ai
apdp+ aAdp--2aqdp-bpdg-+bAdq)
~+2aBdp —abdyg)
Le dernicr terme s'évanouira, i b A——ab —o0, el
a-dire i As=a; le fecond s'évanovira i 2484

ad==0, ceft-3-dirc £ B=-—-—:—-;ainﬁ les [ubfi-

tutions x==p—-a, y==g=-—-12, ramencront I'équa~
tion au cas du n’. ¥4,

Aprés avoir fait évanouir le fecond & lc qua-
trivme terme, comme il a €ié dic, on peut o
intégrer I'équation par le moyen du n°, 4.

w0,

Exexepre IL

Soit Péquation 2axdx—2bydy —gaydx+
bxdy—aadx=0. Le coéﬂicicnt]za gor{efpoﬁd
au coéfficient  de Péguation canonique, — 2
correfpond & b; — g a correfpond i ¢, b correfpond
dg, & l'on a lc cas de cg==ab, dont on a fit
mention ¢i-deffus. On fera donc la fubflticution de
“f—{

2ax~—4ay=7, qui donne y== » dy=

tadxedy

- 3 & Téquation deviendra gabidx—
2bidi+16aaydx—15atdx =0, ou bicn dx==
adids
aabyraasye—ioat

23. Ox penc aufli trairer les équations indiquées,
& cellos méme des degrés fupériears, su moyen d'une
feule fubflicution, qui  Ja vérité fera plus compofée.
Reprenons la méme équation canomique & xd x4+
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bydyd-cydss-gxdy-4fdx4-kdy==0, parce que
celles dva’dcgrésgfup{‘:in{rs cxigclzicm des calculs
trop longs, & que ce que je dirai fur celle-ci fuf-
fira pour faire connoitre comment il faudroir fe con=
cuire §-I'égard des aurres. On fuppofera donc x=
Ay<-p—+ B, équarion fubfidiaire dans laquelle A
& B font des conftantes qu'on déterminera dans la
fuire, & p eft une nouvelle indérermince qu'il fe-
roe inutile de multiplier par une conftante, comme
on le verra par I'opération, On feradone x=Ay--
PR, & par couléquept dx== Ady-+dp, xdx=
AAydy 4= Apdy -+ Acﬁd;-i-A dp+pip-+Bip;
fubftizuane ces valeurs dans Péquation canonique .
el fo transformera en celle-ci,

AN dy+aAplr+2Aydsapdp-2ABiy42B2p

+ by pplr+ dp “+ gBdy+ fép e
+ecdyly “+ fAdy

+gh)éy + kdy

Il faudra maintenant faire évanouir quelques termes
de cette équation, en donnant aux quanticés arbi-
traires 4 & B des valeurs propres & iatrocuire dans
Péquation quelqu'ane des conditions qui rendent lis
Iedétermindes (éparsbles. O, on peut remarquec
dabord que fi le fecond & le woilieme terme man-
Quoient, Jes varabies feroieng féparées, & I'équa-
tion {zroit intégrable. Mais asqoc ces deux termes
foient nuts, il faue d'une part que ad+g=0, &
& Tautre que = A ~4-r==0, & que par conféquent
§=¢; mais daps ce cz2 Péquation principale eft in-
%grable, fi0; secours & aucune vfération prelimi-
Nare,

_ Si les deux derniers termes Groient 2er0, Péqua-
ton tomberoie dans le cas du 0%, 14 3 mais fin que

€% deux termes difparoillent , il faut, quant ay der-
Aay
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nier, que aB—+4f==o0, eltd-dirc que B=~
{-; & quant au cinquitme, que s 4B g8+
fA=4h=0, ou en mettant la valeur de B, que
—Af—'Lf- +Afth=0, ce qui donne

ah==gf Ainfi les deux derniers termes ne peuvest
difparoitre que dans le cas particulier ou la condi-
tion ah = of a lieu, :
Voyons donc ce qui arrivera fi 'on fupprime le
premier & le cinquiéme terme, ce qui réduie Péqua-
tion au cas des n*". ¢ & 6. On a, en verta du pre-
micr terme, a A A==bogecA+4gA=0, Celt-ddire
cA4gd L A et
AA-i-—-;-—-:a-—-:-.d'oulon tirera la valeu

—
de 4; le cinquitme terme donnera B= ‘Z‘_"_'
ainfi I'équation devient (a Adeg)pdyA..o.od
(aA-l-c);dp::-—apdp—-aBd'?—-fd}” on b
uit par le moyen du n° 4, fi les coéfficients
des deux premiers termes (ont tous fes deux pof-
tifs, ou tous les deux négarifs; & par le moyen
n%. 6, fi Pun et pofict & Psutre négatif, )
Mais on peut parvenir i la féparation, en faifant
fevlement évanouir Jo premicr terme de I Squanion
fublidiie, ceft-3 M en foppofant o 4 A--¢ A+
gA-+b=0; car cn fuppofant égale 3 zer0, Fio-
déterminée B, qui dans ce cas eft fuperfiue, il refte
I'éguation —apdp e fdp == (¢A+3)Pd]'f'
(fAh)dy “+{ud==c)ydp, daos laquelle on fe-
parera les vuriehics yar 'a inéthode que jexpliqueral
e numcro qui fuit, ou bien par la mét
du numéro précédunt, pourvu que ‘on prépare
Péquation en failung (4.4+g)p+fd+b=='7: &

.
’
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par conléquent (ad-4-g dpe=dg; ce qui donce ,
en fubftirvant, —apdg—fdp==gdy=tecoe--

(Az+c)ydq 0 G ’ .
e e confidérera cependant gu'en fai-

fant ufage de ces formules, on rencontre fouvent
des imag:naires qui viennent de 'équation du fecond
dearé aficaiée du fecond terme a A A--c A+-gA+
be= 03 ces imaginaires s'introduifent non-feciement
dans les coéfficients , mais elies paffent quelquefois dans
ks expofants. Comme elles font embarraflantes, &
qu'on ne faic pa les traiter jufgu'ici , on fera bien de
les éviter , en choilifane parmi les différentes mé-
thodes celle que Fon trouvera la plus avantageule,

ExEMPLL

Soit Péquation ¢bxrd:+§byxd:+a'jlx+
cabydy + &' xdy=0. Jo [ ofe y==Ax-+
p+-Bje chafreypvéf&nblemcm x, parce que je
prévois que le calcul fera plus court ;s ainfi Ay ==
Adx=dp. Apris les fubftinutions , j'ai cette équa~
tion,
errirebiprdr+ bbBrdzmdpdx~ O Bds saadAndy v adplyveit Bdp
HAresy w23’ Axd reash Agaz s ABdzeu's T3 =t
ot AArdx

Je remarque que dans cetze équation fi Tes termes
1,3, 7&6 difparoiffoient, les indéterminées fe-

toient [éparées, puifqu’on auroit

bbprdx-4 a'pdx +¢apr;+a¢!'8:‘p} Ay
“praabdpix

& ch d;\ir‘nt P‘f ’.n.olo....‘.oooo

-
PR N

25B¢
“xh+¢‘dx+u$.‘lr=-—aabd}— - - 2.

Or, sfin que le premics 1erme difpsroiffe, U faue
A
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que A==bA==0, eft 3-dire que A=.-—-;-. au

moyen de quoi le cinquieme & le fixieme difpa-
roiffent suffi, (ans donner aucune nouvelle condition.
Afin que le troifieme difparoiffe , 1l fuue que b6 B
2a'A=~2abAA=0, qui en mettane la valeur de

A devicnt bbB— 1 - ‘;‘6" =0, cCelt-idire

B=':T" La fubflitation donc qu'il faudra faice,

fera ya—-:;:--l-p-}-—:-'- » & Pécpation qui en
mitra bbxd bl
TdXmme—ga P~ Tb;-—.

21, La méthode done il fera quefltion dans cet
article, confifte & difpofer premi¢rement I'équation
propofée, de maniére que les quantités différentielles
reltent accompagnées de leurs indéecrmindes relpec-
tives, & qulil fe fafic pour ainfi dire, vne demi-fé-
paration , en rejettant dans les multiplicateurs ou les
divifeurs communs , les grandeurs qui troublent
Popération. Enfuite on prendra I'intégrale de la diffé-
reaticlle 2infi préparle, & compolée de denx -
connuss ; on fuppolera certe intégrale égaie & une
nouvelle variable, & 2u moyen d'une équation auxi-
livire, on doanera une nouvelle forme 3 I'équation
principale. Eafin, on fc:u strention 3 ce qui on 1é-
fultera, & on répétera I méme opération jufgud
ce que l'on parvienne & Ja (éparstion qu'on defire,
ou que Fon retonnoifie que la formule propolée
édl 3 cer artifice.

tte méshode a cer avenrage fur les aurres , qué
l2ns Je mime temps quon fait ulage des fubftitu-
uons, elic faie connoitre celles qui fone utiles, &
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celles qui ne le font pas. Que I'on obferve cependant
il y a des équmons ob on ne réoffiroit pas par
certe méthode, i on ne les préparoit pss aupara-
vant avec quelqu'adrelfe. Tout cela s'entendra micux
par des exemples.

Exemere L

Soit propofée 1équation. e veeseeeanaers
xidy+yrdx

(xx4-2p)y {xxeyy—xx133]
d1 elt une fondion quelconque de x ou de yu Je
mers 3 part Ja quantité (:x+yy)[/£xx+ﬂ—-qu3
QUi 3 méme rapport ou meme ofection 3 Pégar
des deux termes, qui compofent la premidre partie
de 'équation 3 il reflera fimplement fa différenticlle
dy 4y dx, Je divile dx par o, & dy pa ¥,

de manidre que j'st .I"Jy-l-y'dr:-_- 'y, (-;’:— -+~

==dy, dans laguelle

'EL ; ainfi Yéquation propofés prendra ceste mou-

Velle forme e ccooesacsssssssesncessvscesl
x'y " -l-: i}- _dt.
(xxyy)y (rx4gy=—x2iz)  \xb )
Etant parvenu & cette demi {éparation , dans la-
quelle les fuions dx, dy font fimplement com-
Bindes avec des fonctions de leurs fluentes ou
variables, & ol les autres termes farment,, ‘POut
anfi dire, une cuantité érangire, qui kit fong-

; cx
tion de muldiplicateur , j& fuppefe EEE ;;' =5

&
-~ —‘-:'—; ,'aum , €0 ineegrant, -.-;-;-' -+ —;:)-)—ﬂ’,

Prenant enfuite la valear , par exemple ¢ ¥, j'a
Aaw
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J 4 -
x o= P e & metant dans Péquar
- d <
certe valeur au lien de x, & — -‘—", au licu do

da.ava
PV [ap=—a’]

d—’ <+ 2. elle deviendra —
x! , ’

od la (éparation cft faite.

Remarquez gu'ayane pris 3 volonté une quantisé
donnée par p d'une maniére quelconque , comme p=

"f.

k-2 OB UFE e S oo i , Ceft-d-diro
249 3¢y rxx 33,
g - L i au moyen de quoi on voit d'un

V¥ yy] .
coup d'ail le nombre infini de fubftiturions qui
peavent fetvir & la féparation qu'on defire, Toutes
les zutres feroient inutiles, & lLifleroient los ver
siables plus mélées qu'elles ne Pétoient d'abord.

Remarquez encore qu'avec les fubfiirations done
on vient de parler , il arrive fouvent qu'il refte quels
que fon&tion de P'unc ou Pautre des variables * &
;dms F'un des membees de P'équation ; dans ce <8
} d7 éoit donnée par 1a variable done il refle une
fo Eud

onction, une fimple divifion acheveroir la fépars-
uon qu'on cherche,

Exemrre 1L

Soit Péquation ~22 + X4 +ydx = dy, dans
Avhe X ey

Iaquelle je fuppafe d; donnée d'une maniére quel-

conguz en y. Pour ramener cewte équation 3 notre

méthode, je prends Uiméarale du numérateur de 2

fraction, qui cht Yi=xy, & je la fuppofe = p; en-

fiite ayaor chaflé Ge Péqracion x & d en mettant l2urs
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valeursk leur place, J'ai l’éqnation-—ﬂ;— = dy,

‘*—

qui fe réduit i celle-ci ydp—pdi==aydy. Ccue dernitre

étane préparce 3 | ‘ordinaice, devient p (.d_". pe i‘_

J
=4d{.ch:ns . , & par corfé-
4 7 !
quent L. p—-f-—-...Lq;;efmsencoref =

uL.m, (L.m eft un logarithme conflant ); j'ai donc
L‘P-—L-9-uL m, & en paffane des loga

aux nombres , -~ q L o= m*, Subflicuant donc dans féqua-

tion‘l‘éduite.-ﬂ- au lieu de _{_’_...-;—, & m'q

au lieu de p, Yaurai m*dg=ady, ou bien dg="
ad
-“-_S-. ol les variables font fépardes, puifgue dt

& m* font données en Y.
ExeurrE [IL

yixaxydy+yyd=
Soit I'équarion _axxdxx)iyvII
xt -o-x:y;-p-u

ZAr4r 4y A vane de tenter la fépacation , if fera
Vixxeryy)
bon de faite une rédultion 3 certe formule. Je re-

marque que le fecond l}nmbn eft }m;cgnbk , &
fon nn(é ale eft Y[ xs-+yy) € fa
mc [x.r-{-y.’]—-;, Je rai y p ?é;ble-
ment 3 x, parce que o montent quau feco
degré, en mgnam g{—-xx au licu de yy, & tdg—

xds aulicy de ydys & Jaurdiosqrevronscd
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2xxdx e xydimmxxdapeyydx—xxdx

XX a) =y, Cell-
da i
A-dire .:2-:.:‘, ==d. Cette équation préparée
3 l'ordinaire devient Pyerwe x(xdyetgdx)==dp.
Jofais xdj4=gde=dp, &en inégant x7=p,
& chaflant x, jai =d;, & edfin
. FPpt+az
ép dy
- .
FFtaz 1

Exsxprze IV’

Soit propofée la dernitre &quation de I'srticle pré
cédent, m—P-O‘p dp— fdp=(aA4-p)pdy -+
(fA-4+h)dy+(ad--c)ydp, que Tai proms
de conflruire, En la préparant & la maniére que ls
meéthode prélente exige, & failant, pour sbréger,
eA-tg=e¢, fAdh=m, a Ad=c==n, clle fe

change en celle.ci pir=—idy =y. (—‘-’--l'
€p-m J

). Je fuppofe donc

ndp
epi-m

“dg o5 L n »
'-;-, dont hntesrale L.y-{--—‘- L-(p+7) =

dy + edp o
Y ep-m

L. ¢ donne y= : , & failaae évanouir

LT
o —-q,é,—r"P ‘q : .i
Ll b cpt-m E (;-o-.: : G
d fé .
. (—apdp—fdp) il
dire o ( +-;-)c=ad¢.
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ExexeLE V.

Soit I'équation déja préparde 5™ .( rds-tydy)=

& .(ydx—xdy), que jécris ainﬁlz—;—(xdt-l'

Jéx—xdy , afin d'avoir le fecond mems

yiy)==

bre intégrable. Je ferai ufage ici d'une double
{ublirution ; je fuppoferai donc en premicr liew
zdx—+ydy==pdp, & intégrant, xx-+yy=pps

¢ fecond liew "éx;x" =d g, & intégranc,
-

x ——

e Les fubflicutions faites, j'aurai =——— X

pdp=dg; mais yy==pp—xx & r¥=94)73
Jaurai donc yy=pp—99))» Cefta-dire yy==

pp o =3 r—. L— TN
ds4qq 4 s e 7 ¥

(za449)" %
I —.Orla fubflitution de ces deux dernitres

( 3

“+ q’) .-—.-.:
valeurs donne ’.‘- '_'dp=.9'dq_(“+’1) . =
. Exenrre VL

dym=ryd
Sait Péquarion : xl;'-) "" "% e=dy,dans laquelle
d; eft donnée comme on voudra en X 09 enf.
Je remarque que le numérateur axdy—2ydx le-

roit intégrable sl €woit divilé par £ & gue fon
intégrale feroit -’f-; ce qui me fait difpofer I'équa
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' 2 2xdy ey ydx = ‘{wh
(X=—J)° £x xx

tion ainfi

dy—1yd:
fuppofe -:;’—=p.& Par conféquent —m—m e s

ép

(x—7)"

dp; & I'équation (e change en celle-ci

dy : i ppxr :
o mals 2ysepy & yy== =] les fubfticu-

. 4 d
tions donneront donc 4 ...

=~ ix
xx—,;.¢.33...
.

==d7, ol les indérermi-

celli-dire

A
nées font éparées. Si I'on veue paffer & lintégration,

- la va=
on aura o -+-¢.....fdf. & en mettant la
leur de p, +c-fdg. ou en réduifeat

au ‘méme dénominateur , s —‘ﬁt Si
X =
lon ﬁsppo(e que la conflante c==0, on aura

; fi on la fuppole == — 2, on aura

—-—-—:fd{, intégrale de la formule prOPO

diffrencs de e précédente ; enfin i on ruppof‘

€=~ 1, il en naitra cewre troifieme intégrak
Xy
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a5. Lo méthode que je me propofe d'expofer
dans cee article, eft teés - limitée ; copendant elle
nc laifle pas d'ére dun grand ufage dons bien
des cas particuliers. Cerre méthode enfeigne @ f&
parer Jes indérermi de l'équation canonique
ady=ypdx4-by"gdx, dans lequelle on fuppofe
que p & g foient donndes en x d'use maniére quel-
conque , que @ & b foient des conflantes , que les
fignes foient pofitifs on négatifs 3 voloneé, & que
Pexpolent n fsit entier ou rompu, pofitif ou néga-
if, ou méme zero. On fera y=7gu, (7 &« fone
de nouvelles variables ), & en différentiant, dy==
tdu+ud . Subflicuant au lieu de dy, de y & de
3" leurs valeurs §du --udy, w7, «'f", on aurd
Péquation agdu = audy == ugpdx == b;"u"qdx, dans
laguelle fi on pouvoit faire difparoitre deux termes,
les indéterminées feroicnt féparables, Pour cet effet,
que Pon fuppofe que les deux termes audy & ugpdx
foient égadk, ou qu'on ait Péquation audy = wypdx,

ou i:—t--.-pdx ;donc en intégrant a L.y =fp dx,
& en paant des logerithmes aux nombres 3 =

mfeds o bien =m£‘.“". m érant le nombre

dont Je logarithme eft €23l 3 Punité. Cette derniére
€quation montre la valeur de 7. & enfeigoe que
pour réduire Péquation propofée & deux rermes feu-
lement , & fuire évanouir les deux autres, i falloit,
Srdw
u lieu de fuppofer y=1u. fuppoler y==um R
piw

Ceft-i.dire L. (_."_ ,-__-ml'.", ou bien L.y —

aly adu

‘ .
Liu= 22 &endifiérentiant, ey
i . .
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-4 On fublitver

donc dans I'équation canonique adyweypdx <=
by'gdx la valeur qu'on vient de wouver de dy, &
ardu e

— =ypdx--by'gdx, el

aydu s
™

==by"qdx; & par conféquen: — =

pdx, cu ady=ypdx -+

on aura ypdx <4

-dire
by*='qdx; mais y==qu, & y*—'=p"""u"""}

d
donc enfin :-;;"— me= bg* " gd x, équation ol les va-

riables font Eparées, puifqu'on a trouvé 7 doande
en x. Loriquon eft amrivé & Féquation aL.j=

ﬁd:, il eft certain que fi p, qui eft donnée en

x, éeoit telle que Iincégrale ﬁdx dépendit des lo-
garithmes , & que la quantité « foit un nombre
telconque. la relation de 7 i & feroir algébrique;
l}s tout autre cas c!l? :ﬂ tf;xnfoendantc. -

e remarquerai ici qu'sfin qu'une équation foit dans
le cas de la formule T:nomr?::e. il e} nécellaire que
les conditions fuivantes ayent lieu : 1° que b difie-
rence dy paiffe refler feule d'un cété du figne d'ég-
lité, ou qulelle foit tour au plus muleipliés par uoe
conftante; 2° il faur que dans Vautre membre &0
P'équation , le premicr terme contieane Jx mult-
pliée par I'indéterminée y, & par une fonéion quel
congue de x da;gn& r P 3'. que dans 'zutre
terme la quantité gdx donnde en v, {oir multiplide
par une puillince de y; en un moe, il faut qu'en
divifant par y, il ne refte dun coré que la difié-

enticlle loguid;miqug -:;-J-. que de Tautre l'indé
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terminée y ne fc trouvant plus dans le premier terme,
h puilfance y"=* fe trouve fatteur dans le fecond,
L'une de cei conditionrs manquant , notre méhode
na ples de prife fur Jes équations; sinli elle n'en
a pas fur les deux fuivantes : ady==yypdx=ie
b"lqd:, adyssypdx<=(ayy-4y*)gdx.

I'y a pourrant quelques équations qu'on peut ra«
mener facilement 4 la formule canonique une
fimple préparation. Par exemple , foit léquation
ady=eypd x4=bygdz-yyqds; en faifant atten-
tion que la quantité pdx—4-bgdx eft multiplide
par y, & que le binome p~=bg eft donaé par ¥,
on verra que l'on pene fans difficulté fubflituer &
c¢ binome, une quantité r donnée Egalement par
x, do maniére que V'équation propolde deviendra
ady=yrdx—yyqdx, qui elt dans le cas de la
méthode que ai expliquée. Cela fuffira pour faire
V;:i;;!commcm on pousra opérer dans des cas fem-

es,

ExeEMPLE I..
fréx

Soit I'équation ady === ~+yydx. Je fup-

pofey==yu, par conféquent ady—=cydu—audy; &
d

les fubftitutions donnent ajdu—t-audi= Jagee -+

. ad
Ttundx, Soit audp== -&%‘-'—. celt-d dare-‘-‘—t-==

L;;{-; faurai en intégrant, aL.g=fL.x, & par

conféquent ¢ = x/, A

Si les conftantes a, f, font des nombres ration-
bels, {ui: entiers, foit rompus, foir pofifs, foit
pézanifs , 7 fera donnée algébriquement en X, Sup:
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pofons, par exemple, que a==1, f==2, de maniire
!'\ox

que 7 =x x. Puifque Jes termes audy, S

détruifent , il refltera ajdu=jjundyx;or y=xx;

doac—‘;‘:lm xxdx, épation dans laquelle ks

variables font (éparées. Paffons maintenant 3 Iinté-

. a xi .
gration , nous aurons —-;-+c=--—’—;mauu=

’ . .
—':—-'.u- ‘: ; dong ~— i +¢~o—:—;—; ceﬂo-

7
dire 3cy— jaxx=2'y, équation algébrique qui
réfulte de la différentielle propo(cc.
Exznmrrse IL
aydx

Soit propofée I'équation dy = -+

J'd

xx-=—ad

Je fais comme ci-deflus y==zu, & dy=*

t‘¢+84{- & par conféquent les fubflitutions doo-
ayudx - Prards o

neront ydu—=udg== i
Xx——az ; v
pofam maintenant "f— .:: :, » cleft- i dire
g zdw
: = ‘:::“ , & par conféquent {..__,mf,-;;__“'
é
jaurai Péquation ydu== Purdr ,O\Ibicﬂ-:."_ =

‘:fx dans laquelle les variables font (éparfess

puifque 7 cft donnée en x, Mais jo remarque Qué

Ja quanticé — peut devenir une diffécenticlle
Jogarichmique
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logarichmique, en feifant x== 22", En effer, °

o: » e, MR
apees Jes fubfirations converables, jai =
XK =—=q

ln

. d'oll 2 tire -i:—-—-—- & par conféquent

e (x—a)
F Rl

. Mettant enfin cente valewe

fi=n==

du erdxemnadx
-

wh Xvepedxr

(a+n).a

L Sl ]

e 77 dans Péquation, jai
Sans faire 12 fubftitution de xr==

enune fluxion

peut trensformer la qmnmé i
logarithmique; car en ﬁ.uvantle n° 21 de la pre-

edx dx
miere Partie, 0N trOUVETE ——— o TS

XX gl . (x4-2)
o i ol
n.;x-—-a’ 4 &pnooﬂflqumtt- :+¢

Exemerre IIL

Scit Féguation dy ===—=— " 4 2 e y*dx. Je fis
Y=, & dy==gdu-tuds. Eo fubftizvant, jaurai
donc {du-}‘ud;———“-!i-’—-i-s"{"dx Je fup-

e.
pefe ud;::—.:_é:a, c'eft-3-dire T=""'";'9
& en intégrant, g-:-:—; jaurai par conféquent

Bb
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Péquation gdu=r~u*dz, Ceft-3-dire, .3;.!. i
-t . du - a~—1dx
r dx, ou bien o T

Exegmpre [V

Il et quelquefuis néceflaire de recourir 3 une fo-
conde opéranion, fur-tout dans certuines €quations
qui ont plus de trois termes. Soir, par exemple,
l‘c’zmion xdy—-ydx==adu= xdu, en fuppotave que
u foit donnée d'une maniere quelcongue par y. Jar-

range Péquation de cutte manidre, ada-i—x‘la—
xdy=ydx, ou bien encore de celle-ci -i)-'--i-

d
r}u _ 3:7 =dx; je fuypo& X=2pq, dx=
Pdg+adp, & les fubfticutions me donueul—-o—:-:- +

- pgd d .
L2 L L2 = pdq-tgdp. Si lon vouloi

7
réduire lz formule par une leule opération, il fso-

droie {uppofer o B L w=pdg, Jefta-
2 J
a1 d
dire ; — f = ? . c& qui donne fa vakus
de g en y; mais on o?'e‘rcfa plus élézamment de 12

manitre qui fuit. Que Yon fffe -—-’L";'f-’-srd i

d d .
og....T’_—_...!.., & en uégrane -;‘—=1-P'°‘

nant donc les autres termes de I'équarion :;:- +

pyd
-’;=1tf}. & metant au licu de ¢ fa valews
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=, on sura e — o I . Ceft-d-dire
FE ) )
d¢+-’7-:=:lp. Soir fuic p==mn, & dp=

medy

mdn-ndm , la fubficezion donnera du—-

mrdy

mdrn—-ndm. Que l'on fuppole encore

min, celt-2-dire -3;2-=-2-. n fera donc donné

e y, & les deux termes —e—, idn éuant dva-
bocis, les variables feront (cparccs dans I'&quation
reftante du==ndm, puifqu'on zura -‘-E-—:-dm.

26. Ox peut encore (Eparer d'une autre maniére
les variables de I'équation canonique dywspydx-t-

95" dx. Que I'on fallc pour cela pdx==

(1—a)3 ’

‘la —.....‘t
(l—n) " J

dyes 2% TN oeftidice dy=
(te=n).3 (=a; R

; aprés les fubftitutions , on aura

Préyand :
l-oh'_:-:, "r , ou bien (1—nr)pidy = pydy-+
- l - ). dy— yd?
93°d7, & par conféquent L :J
94 !
“:*i eafin en divifant par 77, ON Ul .00
&-Mrr"h-—y—-d; == 14 , & en inté-
3 A P ¥,
m‘. ’ ’ r m"—lst q ' or

il
L4 Fit Bbi)
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puifque p & ¢ fone fuppoldes données en ¥, & g3
caule de la fubftitution pdr=-(—.-£%ﬁ-
aufli donnée en fonftion de x, finon algébrique,

du moins tranfcendante,
Reprenons donc I'équation du premicr exemple,

1l

favoir ady=L2Z .y ) dx, ou bicn dy=s
frix g yréx i e ’=_[_. ?_..'...
ax ax ¢

n==2; la fubftitution de ces valeurs doms I'égua-
2 L wwmn ,ét M

o -

o ff it

» donnera dong ——— =

--'-ﬁ-; la fubflirurion de pda== % don
f?’{" 4 (r=n}.2
fera --‘—:--———-:-, & fuppolant f==2, a==1,

é d 3
nous curons -‘-—x==--%. Felt-3-dire 1=

x
r.
f— rxdx,
xx
'

. )
& enintégrant , — = — (|2t ube) eft-

1 !
=+ & par conféquent e

LY
d-dire 3ey——3xy==y 7. comme on Pavoir o3
trouvé. On reifonners de méme pour les auuss
excmples.

Exemrre V,
Soit l'équation axydy—Lx'ydy==ayys'lx=
byyetdat-atdx—x*x, qui divilée par o2*y—
bx*y, devien: dy == ¥ ek Ja atdx—x 4= , qui

x BN yumbyry
eft lc cas de mowre formule, On aura dong =
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' @f .« e
R q=m. ne=—1; & k fubfbeution

I (e, donren i ==~ﬂ—,d'ob l'on
(t=—n).T x 114
2 7==xax. Ces valeors éranr fubflinudes dans

qde
Pit

}dren

Péjuation finale y* "=t f » OR UM} y y ==

188ty il
xer' kot

(ax+ =—bxt)ons od les inditesamiuéss fone

27. S1 Péquation canonique éroie ' dy =
Pix—4gydx, p & q éant toujourss donnécs =a
x duse manitre quelconque, on féparcroit lei e

d
détermindes en faifant qun—ﬁ-.&dxm—:—i
ag =R

car apiis les (ubflieutions, om auroit ' 'd y==

Py edg Ay —ily—ytly

e e s, CeftA-dive -
4l “ " 'dtr iy

’; - _— -
-;-;—. ou en divilant par 7, ! t't =

i o P iyt
01 » & enamégrant , 3 -:fﬂt . J

piz C o o
i T{.;" équation o} les varisbles fone fiparces.
ExeneLE
Sait I'équation 2saxydy==aayydx-+2bx'dx;

. va bxxix Fydix
Cell-3-dire ydy= -+ “_—-00"3‘3:

L
!.x T “v .” —
| g = e, & pAC (ORI LT ST =
, cd ', ax ’ P

Bb i
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1heddy : dx ix
f-—----—vi mals q«fxn-—-::-—-—, & xemyps
©aaly "\ T

yy whxde . Xy
done = -f = » & en mntégrant, - e

Exx

e, qui eft une courbe algébrique. -

. On pourroit encore conftruire rant la formule
générale y*—'dy=pdx<-¢y"dx, que la for-
mule pariculiére de Pexemple, en employant la mé-
thode du n". 24.

28. J ¢ remarquerai, avant de finir ce Chapitre,
ve les indérerminées confulément mélées avec kurs
aiﬁ'éreatienes dans I'éguatian propofée , peuvent quel
quefois fe déméler & fe difpofer 3 la féparation,
lorfqu'il eft permis de faire des changements ou ai-
térations aux coéfficients; cela arrive pasticulidrement
lorfque les expofanes font formés des coéfficients.
Cet arnifice peut réuffic fur-tour dans les Problémes
Phyfico-Mathématiques, qui raffemblane fouvent des
grandeurs de genres aflez différents, laiffent plus de
libereé 'P«m employer des quantieés conflantes qul
foient favorables au but qu'on ¢ propofe. :
Pour en donoer un exemple, je me propoferal

I'équation :’d:-}-(&y-}-];) ‘:’ =ydy, qui

préparée fuivant la méhode du n". 24, deviect

x-4x+M=Jy_ (;(J’_-\ edx ). Je r"s

Ed x

doi'n: :) — fix = ": ’ d'ed i‘ th]_'—..p&":
& yy=ppx'®, Ces valeurs fubflinuées comme i
convient, dunnent I'équation x"dx 4 bepe —'dx==
S-"J'.WN‘O 8.""’-'.,":—0-!“5"’,
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1 eft évident que fi les expoloms r - °

¢—1, de lindéterminée x éro: mt

ribles feroient fépardes : puifqu ‘1

diviler Yes deux membres de 'équar »

1=4-bep. Si I'on fuppofe conc m-—.. = - ..

il s'enfuivra que m=d=1=¢; ainfi Ju [0 e

en faifant c==m =+ 1. Si ¢ tient Bic. Joonet, lupe

pofition qu'il eft permis de faire, on “v'a m==0;

& fic=—12, on aura m==1, & aun ¢25 autres,
Cet arcifice peut s'appliquer & toutes les autres

équations de meme genre, par exemple 3 celleci:
dy- chyds -+ ‘f:: =J'd]. cn fuppo-

x
fint go=r—1, on bien 1==n—1; & I'on arrivera
Plutds ay but, en faifsnt ufege des logarithmes.

e ——————————
CHAPITRE IIL

Conflruclion de quelques équations plus
limitées » par le moyen de différentes

Jubflivutions.

ag. ON pourra toujours féparer les indétermindes
de Téquation (a‘.f.r(-_f_-_ ay'dy )p=(x4y—ydx:)g,
dany Jajuclle p & g font doanées par X &y melées
Cune manicre quelconque, mass slgébrique, avec
b condition cependant que la fomme des expofants
de x & de y foit Ja méme dans rous les termes qui
compofent p, & la méme dans tous ceux qul
cmpofent g , gquoigu'ellc puille ﬁ‘tl;e diftérente
] w
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de celle de p. Les fubftitutions qu'il faur faire font

celles-ci : y==e37+1, xs=t, (@ Fagp)o~i, S
Fon met au licu de &, dx, ¥ dy leurs valeurs
refpectives, & que l'on fafle les opérations conve-
nables, oa arrivera aprés un long calcul 3 ceste

| —-
LA —

équation : ¢*~"f == " X s

. (¢ F=a1)' ™'
Mais puifque dans'chaque terme de p la fomme
des expopf:nu de x &‘1‘:‘-17 eft I mémc‘: qu'elle elt
Ya méme aufli dans chaque terme de ¢: fi Noa faic
encore dans chaque terme de p la fubflisution des
valeurs donndes en ¢ & en 7. ils auront tous 2
méme puiffance de £5 il en faur dite gutant des
termes qui compofent 93 c'elt-i-dire que le fecond
membre de I'équation %m multiplié par une puil-
fance pofitive ou négative de 1, & qu'ainfi on n'aura
qu divifer ou multiplier le premier membre pat
cette puillence, & les variables feronr fopardes.

Exrupre

Soit Téquation (xdx—4-aydy) )/ y==(xdy—
yix)/a; on aura n==1, p==|/y, g=)/ 3

x de Nva
& [ $
P e = Vo—aay
- de dy.va
Y=ty i==yg ; done ~r = T
~ On Epareroit encore les variables dans cette &que-
tou s quand meme Uexpofant n feroir négatif, celt-
cire 6 Véquation ¢roit (%= 'd.riaj"'*dj).ps
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(#dy—~ydx).q Les fubftitutions qu'il fave faire

alors font y==s3i—+ , y=me. (& Fagp) ' — &
clle: donnent cette équation ™ * " dr==. .. 00

b oibe n

(-:— tT:‘t) 4

(a) _-+ @7 t ).'_':-;
on e excepe les fignes de n.

Ez puifijue 'équation peut 2ufli s'expeimer de certe
maniére (y*dx4-aa"dy). “; = (xdy==yds).q,
il enfuit qd'on conftruira aufli cetee équation au
Moyen de la méme fubftitution,

30. So1T plus généralement I'équation (¥*dx 4=

N —— ] —
S——— . ——

ey v dy).p=(xdy-4-cydx).g. On en (&
pasera toujour{ Jes varisbles en faifant les fubltitu-

, la méme que ci-deflus, fi

60!\3 x-‘-c-_.(a.:‘t'— «y -i-l.’*(‘t--fn’
(1 & r font des nombres  voloaté ), pourvu cepen=
dimt que p & ¢ foient des quanticés algébriques, &
telles que daas chaque terme de p, lexpoflant de ¥
meliphié par ¢, furpalle Iexpolant de x, ou en forit
forpsfi de ls méme quantité ou du méme excés,
Uil en foit de méme cans chaque terme Ce ¢, fans
Qu'il foir nécelluire que 'exces foir le méme dans
P & dans g. Par exemple, ¢ étant = 3, fo.f.p=

byoyxt § g1f ' S ”x'?"&c.
yxt e fyt f Ko, & q==gy' ¥ =Y

Ii et fadlcj gg VOIr que ¢ ne pourra pas cire 2¢er0. En
failzot dans 'équation propalée les ubfltitutions con-
vensbles au licu de & & de y, on aum P'éguation
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el LT N

- 5 —_—e -
rmv.nte.—T‘ « d‘sooooooooooo

Pl e |

L |
- — L] ‘ PR~
geaien g "+ dy ~

(a:‘_"atg:c:{ R
Exemrere
Soit (xdx4-ay—'dy). -:"—--—- (xdy-+ydx).x;
& fuppofons s==1, r==2.0na n==1, c=1, p=
-JL-, g==x; & failant Jes fubfitutions ‘dam la der-
nitre équation trouvée ci-deffus, on aura — 1= d ==

. Mais por les fubflicucions déje faicess
(a4ay—2)

on a 3‘=l_'-(¢+q"‘)%. & y==r7; donc xy==
g-(a=+a7™")%; ainfi Von aura —-;—'— == 7d{e

31. PLUs généralement encore, foit I'équation
—Af g

(*dxday ¢  dy)p==(frdy-cyds).q
qui cmbnﬂz comme cas puticul£rs l{s deux équa-
tions canoniques des numéros précédents, celtd
dire celle du n", 30, lorfque f==1; & celle u
o.' 29. Mq“f- l’ & 3T

On féparera les indéterminées par le moyen des
fubllicutions ]=t7‘1 f-»""'". & x.—:-.z'—';‘.ct.'!:

ﬂ;:?:' :%

= e 3 il faut cependant que dans chaque
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rerme des quantités p & ¢, Pexpoflant de y multiplié
¢, furpafle Vexpofant de x mulriphé par f, ou en
oit furpallé de la meme quantité. Les memes grandeurs
P+ ¢, peuvent érre fractionnaires, ou meiées d'en-
ters & de fraftions, rationnelles ou irrationaclles ,
comme on voudre. Les indéterminées pourront donc
éere [¢pardes, pourvu que p & ¢ foient doanées en x &
¢n d,7. de manitre qu'epres avoir fait les fubftirutions
indiquées , il en naiffe des quantités compolées de
deux fa&eurs , dont Pun contienne 7 fans 7, & Vautre
contienne ¢ fans 7.
Apris les fubititutions dont on a parlé, oa aura
e f( = fa2 e 3 €
o d! N L

i ]
cette formule , — —

)—!l—
._'_ Ta 4+t d L
ot 3

— -~

(‘ilq;r..:-—;l.
Exsurtrr L

Soit (xxdx=t-a3*y).y= ‘e j xdy=teydx).ax
afons comme auparavant s==1, r==2, on aura
f‘?— 3, e==1, a=2, g==ar¥, -.-_-y..& apres
qu'on aura fait les fubftiwtions dans Ja derniere for-

mule qui a ée€ trouvie ci-Ceflus, on aura ——:T.d 1=

I 2 i

108 ’ . — - — - 1

(‘..c(-‘ i'bh's]‘-"" s & x=l""
L]
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G 2N
(ﬂ— t‘"‘ )r; on aura donc ——:'E-:: aeed
sady

(=Y

Excxrre IL

. . u
Soit (vdxd-ay=*dy).(ay’ xedeyys* )=
(2xdy43yds) iy r—yxx); & que lon fup
pole s==1, re=1, On aura t==3,/=2,n==,
Py xdeyy 2t gemy vy rx; & los fiubfli-
tutions donneront cutte Jc'quatio{\ ou les varisbles

font féparées :
= - —~ |
2 5 TIRERY = peg ¥
;lt \'? > d‘. ‘+¢—'-—)'-.:‘ . dt' (‘.‘_—..—-
~:§= ; —‘-' -.. : .
E] R . pAs
o (e EED Y (s 20

32, Daxs les équations
L, pxy"='dy== py*dx--qdx,
2. pxYy'Tldymme— pytdx4-qdx,
3v apxy"Tldyem  bpy'dx-gdx,
4 3 Tldy=—lbpydstqdx,
dans lefquelles cn fuppofe p & g donnéss d'une m:-

riére quelconque en x, on (éparera les indérerminées,
e failant pour la premitre y==yx7; pour la fe-

conde y =-£—; pour la moiﬁéme;:: x:'{; & pour

—
Is qumtiémc )= xT{_
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Exegmerrz

Soit Péquarion 2hhxryydy——~22'yydy=—
lx’dx—;!.k_y‘dr-}-;x.r;zixy. que i'écri a'iynf:
(hh = xx)2xyydy=mbhatd xd-(hh—sx)x
(—3y'dx). Je rapporte certe dernidre équation %
k quariicme formule, & "ol pe=hh——xx, a==2,

r=3, b=3, g==hx". Il foudra donc fppofer

i 1
T X dynlyxtie 7
yo= —, dy= Y= =

x't

*"
=3 & aprésles fubMlitutions Jaurai ( 2 bhr—23")x
x'

L (]
Fyrdyemixiyide

~ =hxtdx - (3hh—3xx)x
(_-_?'_{f_.) vou (2kkh—2xx).(xi7dy—i7'dx)=

4
x.
hx¥dya(3hh—3xz).(—1*dx), & en faifant
les multiplications indiquées, 2 Mrrgqly— 2 x¥77d; ==
hx dx
shhg——sx) '

ExTdx, Ceft-d-dire {7dy==

33. Sorr Péquation axdyd=tydxd-ryx"—"'dx4-
fr"y =14y == 0. On en féparers généralement les
ndétermindes en fuppofant x==u"—'y"—', &
y=3'="; eneffet ces [ubltiturions donnent (1—m),
(@dpg-fipr—m—stidey b (n—1).(bd7+
tut A i de)=(n— 1 ) (b AU -

Cjutt=a=—srdu), w-—{-!-m.... ........ o

— (At ), (e BV e W™ "Ny
‘l-—n),(‘.’.!@l-.—-- - l)+(‘_')_(‘+‘r._._. -+ ,) -
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ExEM?iE

Soit propofée I'équation @’ xdy— Pyds=
eyyxdx-~fxxydy. On aura donc n==2, m=2y
ainfi on fera x---:a-!- & y== e, Ceft-i-dire

dy~aud
Sﬂiy“n& par conféquent dx= = “J =,
7

ctudy

& les

eydu—audy  cacyudu—casuud)

-——— ) - —
> y Celt-a-dire ctudyabludy+
aacuudy +fasuudy==ab'ydu +aacyudu, &

par T ;’j e ab'duy-aecudu o

atusaboyraacuutacfeu

=(b,0ll

fuwiy

ydx

34 St I'on a Péquation

(Bx"rayx )

ht—iydx
lem J
plus généralement 7 P

parera les indéterminées , en fuppofant (b.r'-l'

== dy; on en fé-

ay"s P==gx™, enfuite y== e it

"

1 ¢ Sun®
R s

& par conféquent dy = - e X

(“"" 'lr-i-(r—r);-x'-'--dx—r-
“—')('-_‘S'~'—Idx))=‘ Ry T eI
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. L)
ol E el T oAl T
L}
a*7

Péquation générale propolce la valeur de y & de y*

(f".x'—‘-—h'-')':'

. En mettant dans

’ & (&Ji‘

divifant enfuite par -
..‘
fllt.onumv:u-:-'- ::d{-i-(t-'—')f' ¥~'dx+
(t—r) (—bgx—"dx) =nr:':-'l:--
a‘:"a:.&w mr‘qﬂd".oocoo ooooo e

'
a éx

”é+(nt—ll)é+x-i-(w-'m).(-—k)—'lﬂ

§il y avoit eu des termes avec le figne négasil,
90 suroit procédé de la méme manitre, & toute
la différence qui fe feroit trouvée dans 'équation
finale, suroit été dans les mémes fignes,

. dx
35. Prexons I'équation {w:‘f")-

Dlmamnpwmnp o v o oy

€x - dy, qui eft encore plas
générale que la précédente ; on en féparera les -
déterminges su moyen de la méme fubftitution.

Exrsurre L

caydxe
v [dbxx-—aly|
pole |/ [bbxx—a'y]==x7, par conkiquent y ==
.“""‘{{xt 3 dbxedi — 3 ppxde — s 2xpdy

Y .& dJ- a) »

== bdy. Je fup-

Soit Péquation
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. . < d — Y
& fubftitvant , j'aurai ':: i SR NN

F 1

sbixdemmrtyredvamsbrerdy . Coltabodie

ai
abxxyrd;=2;xdx =20 xdx4=sa77xde—
aabbxdx, & par conféqiente « s v ceveaansr
+d13dy d

2y 3 by mgagy——gadd ¥
Exemerz 1L

xydx dy A
VIi—itxi+aixyy] 2 T
fuppole V[—-bbx‘-{-a'x)')‘]:g:x, & par con-

[7xd bz
f‘qucm]sV[ s J’ & dy::...
¥¥pdy iy exdyaetbbxxdx  Faifane donc ks

(re +dba
" V[ al J
maica o s XA¥ [ngs-o-es\u
fubltitutions , jaursi _{;;_V e .,]=-
X 4
2 iyt evdeedbbaxdy . Ceft-d-dire. .+

‘,”/[ trrtwhbal ]

bigrsdxdblsxdyep rxdeembbpzxdx=

dx

%"?fd?o & PafCOIlft‘qmt "";-=-ooo.o.ooo
174t
e e L
36, Avec la méme fubfticuion , on fcparen

cy
m' . . F. . » r . —
av esmdftermm-‘cs de I'équation Boray =y
LR T bt L R L T J

L . dx, On fuppofera donc
(b’ Aeay's’ )"

Soit V'équarion
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(bray' s =xy, ce qui donne y==...

(3=t PP byt s 7

,&d’=-o--ocooonno.
a*
—— f=r

( et B T _z.r—'-’a’r-o--—l"—'-""’)

”

-
-
<

Tom o

(-\"“"“-—-bx‘-’) 3 an fera los febflticutions,
&Ol'l 2ura certe m"l}ﬂ....ooo--ooocoato

 —
Hoyy W - 3
- L Tl ( Fxtmr=td g oo bt =t = )
=N -a - n
PR v X
a =~ :"‘{
] bt Ll B L

(r-v;;'_.u‘-')—'.—“= cx . dx,

Si T'on multiplic maintenant toute P'éguation par
- * .

@ 7, i Pon divife ls numéeatcur & le dénomi-
nateur du premicr membre par A", & i au hicu
] R R . ]
de (X'~ bx'=")" * , on met la guanticé
BV (8 Al bg = Ar—r ) [ . ol
‘?.:w:lcntc x B xi"=b) * ,
& qu'on réuniffe les dimenfions de la letrre &, on
rouvera que I'éguation fesa Civilivle par... ..

.'-..-'.q-'.* -

s A ; on la divifera en efict par

cette quantité, & enfuite par la quanmc........
-n-v ,.':.3:

(! -5) , & I'on aura enbin —_—=

Cc
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4

b -—r Vo4t g
t;dx’*' p- 5d-¥+tt_-—.{dxx ev s et

n
(‘%—"):::;-_'-D ou 'f:"=oo-.o R

T G

P S B — — g

mnca 8 3.7 —L) & +(mr—-m:).:‘;-¢-(¢:—u)5
Exzxocrn
3°&y

Soit I'équation e
A V dxxeaaxy—abx)y]

redy

—_— Je fuppofe /[ bhxx e zaxy— abxy] =127

— A -—
par confd ¢ yum bbxx A CLI klx n__'

(Mlxe—grx)? L (L et B 4 —
(aa~s-bb)1 (cu:f-cb).xg
o Ecrivant &% .(lb—737) au licu de

(bbx—37x)", & mukipliant touce I'"équarion per
(aa—-ab)*.7x, & divifant enfuite par x'.(bb—71 )"
7 aurai —bbdx=—37dx — 2x7d7 === (aa4-ab)'s

(bb — 30— 225, Celteddive bbdxmmqrdst

¢
(aaeab .(bb=z7)". (— -‘-?—)= 2xgdis
&p.mrm .dx_r= ""...0‘....0.'....
< 134t
“—“——:—(“-—“)-l.(u-t-d»
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37. La méme fubftizution réuflira aufli dane cette

. thxt-frrey.dy
équation plus géodrale ——3= T ood

=

G P ssn RN .‘-'—'4. Ty

tx . dx; & méme dans celle.

. J""") P o v § —t .

O e ==f¥ dx; alors
il faudra fuppo(er (bx'decx” d-ay ¥’ P =x"'{;
dans certe fuppofition, fi m=1 .j;n aura e cas
particulicr du n”, 27, & fi ¢==0, on aura le cis
particulier du 0% 36, De plus, au moyen de la
méme (ubftitution (@' = b’ e y"a" JTem= 27,
on pourra conftruire encore Péquation ..eveevers
(3a‘+}'x'4-l'_r't’)".,)0—|l} =er,~,_'+“_~£,.

(axt 4=bxr=pi )"

pourvu cependant que ch=bk. Et fi l'on avoit en
outte h=- 0, & b==0, on tomberoic dans un cas
particulier de la premiére équation du n". adtuch

. 2 ely
38- Ox conﬂm:n les WIW m‘ -

— ‘r-' " —— -1

gy'—"ds, e ricEy = gy*—"dx, en fup-
pofant pour la premicre (¢ +fx)y =7, & pour
la feconde (¢y* +f*" =1 Quant i la premicre,
(g —fx)*

!
,J]-.s-n—x..........

on aura y=

g
e £ x(—:-g:'?:lg-—flx). & pas

L
. | i

conféquent les fubftitutions donneront éf:;.&t =
|
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nubegds 4~ nucgrdy - aufdr, Jeft-i-dire
ay ~ 43

rubcg4-nucgydauf

s=dx. A Végard de la fe-

conde, on aurs y = -E::'-&-n—:, par conféquent
Ltk mfury ;

dy s - : - x(-:‘-{'_.—'.:d{-..s

" \
mf.r‘"dx) 3 & les fubftiutions donneront
c;"'?d{
h"nu-t-(;;? 4o afu’
Si I'équation prife d'une manitre plus générale,
. ay*=1dy
¢roie
bty epy
d'une manicre quelconque en x & en conflantes,

pourva que ¢ foit 2% . on fépareroic aull les
indéterminées en faifant (¢y~bp)y=7. Car 00

1 1
.
:t—?l.

XVl e

==ggdx, p & q étant données

T ) e
s & v I

ouroit alors y = {

' » ),=._.__.'....—-x
¢7 o
§ Seme
(—..,- = d -74’) 3 les fubfticutions donneroient
c‘g-:-:'lf-nbcguqu—}-ncguqux-.-#-“dﬂ
sinfi pfque dp==qgdx, on auroit .vesesssses

&y v d

shcgurncguiran — 145
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Exemrre L
Sait Péquation a’dy s=(Bdx —311d V1 y-1s],

ceft-i-dire =4

o gy 1 =3 bbdx. 5pDo-

fant |/ [ey-bx]==g, Javeni yo=
170y = bdx

r
savpdr—sibde

gbx

JAy=

s & en faifant les fubllirutions. ...

== 3bbdx, ou bien 24'7d;=

1oty
6V cdx —ybbegdx4-a*bdx, & par conféquent
3"{‘{ —d.t

610 g Bbc Vb
Exrmrre IL
3324y
5...17(,:4-“:—]::)'
¢adx—2bxdx, Seppolant ( :y‘-{-u:—-lrx)‘s T

Soit P'équation

Jai y:-(g'—acx-i—br:f, dy==coiiiinnene

Sirdp—aadx+2bxdn)  prcne enfuite ks
(3t=—aax4-brx)

ﬁlbmmm. ie trouve l,m.ooo-ooo.-aoo.
%(;nd:-—ud:-&-szdz)

—gadx—2brdx,

L 1
Celt-i-dire 3a77fy —=gtdy—2abxdx - 3645'13'-—
Gobbxdx43aagds— Ghyxdx, 0n bien. o
It edx—2bxis.
L Lt 11

39, Daxs la formule ax‘lr-l-c{‘);f-.lx-:l],
chj
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les indéterminées ne font pas féparables en genéral,
& quel que foit Vexpofant de m; mais il y a une
infinité de cas, ceft-3-dive que Pexpofant m pest
avoir une infnité de valeurs qui permettent cete
{¢épararion,

Pour déterminer ces wvalcurs, je me fers d'une
méhode femblable 3 celle du n°, 23. Je fuis y=
AxP4-x"s; (la quantité A, & les expofamsp.f
font des conftantes arbitraives § déterminer dans la
fuire, & ¢ eft une nouvelle varizble ). Jaursi donc
dy==mp Ax?~'dx4ris" " dx4xde, & yy=
ARSI 2 A2+ "t t0 37 je fubftitue ces ve
leurs dans la formule propofie, & jai ax~dx -+
cAAX? Y xte2c Atx? ¥y e crtx® Tdr==
pAxT'dx—=rex~'dx 4=3"d t. Que I'on fup-
pofe cAA=pA, 2ptnmmp—1, r==2:4;

¢'cll-d-dire pmeene—1, A==

.'."—‘-’

y
2423 au moyen de quoi les fecond , troifieme,
cinguierse & fixiéme termes de cetre derniére formule
s'¢vanouiront, & il reflera 2ax* dy - cgpx—) *—Adx=s
X720, det-d-dire ax=~itt drx A
ctia—*"dx=de, ou bien (D) ax*dx—+
crixtdw==de, en délignant =21 =2 par k , &
—n-——2 par X,

Je reprends Péquation propolée a y*d x -
exyx*dx==dy. En faifant y:-:-, elte fe traos-

forme en celle-ci g x"d x4 ex*da——d3, pour
laquelle je fuppoferai comme ci-deflis g== B '+
Yu, (B, ¢ & i &ant enco.e des conltantes 3 dé-
terminer dans la fuite, & « délignant une nouvelle
wmconige ), Jaurai donc d3==gBy—'dx-
E " dedea'du, pp==BBx'' = 2Byl Tlu
wiex''; & en fubflicuant ces valcurs, ¢ BBt +=dx -t
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aaBuxt+i+rdytequunt! * xS dr==—
98}""4:—:‘3:“"'4:-—;‘4;:. Si je fuppofe
maintenant aBB =— B¢, 2q-r-m=xg—1, ==

QJB. c'eft-i-dice q+m=-—-x,8= s

je———2me=2 ; cela fera difparoitre les premier,
fecond, cinquitme & fixitme rermes de cette devnitre
formule; & jaurai feulement auu %7 *ds+
cxrdy = x="""dr, Ou en divifase par
e cx m RS g guu ™ "y —
du, ou bien enfin (G) extd 2 A-auuxtdx=—:du,
en fuppofane & ==2m=n--3, v==—m—2

Or on peut féparer les indétermindes de 'équa-
tion propofée, lorfque m==n; on poura donc les
féparce auffi dans les formules D & G lorfque m-
20 42==—n—2, & lorfque 2m <4=ne-25=—"

IR e J Ry M= ey » avec lefquna la

, -
{éparation des indéterminées tétlﬁg. Il ya phust pwil-
que dans P'équation propofée les indcterminées funt
féparables lorfque mu::,:-—‘— , elles le feront

encore dans les formules D & G, loriqu'on sur2

b2t paa—i dod Fon tire

3 ’ - . -
encore deux valcurs de m qut admettent la fczn.a-
. - B — R -

En répétant Je méme raifonnement, on aura un

nombre infini de valeurs de m qui rendent les indé-
termindes (¢parables ; telles font celles~ciy m ==

2

— T -1 -—‘.—-]l
.m=-_————". m..—-"-—-——_"'-—’ -
) 7
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TN — 1

P et &ci & en général m==. ...,

(1h=1).(—n)—ah
g ==, €0 prenant pour £ un nooe

bre entier politif quelconque, & n.éme Punité,

Ajoatons 3 tout cela que les indéterminées fe G-
pareront encore dans I'éyuation propolée, forfque
Pexpofant m fera 1.1 que Véguation pourra étre -
mende au cas du n”. 14, par le moyen de la mé
thode enfeignée au n®, 1g.

Ce fergir ici le lieu de faire ufage de deux Mé-
moires du favane M, Euler, imprimés parmi coux
de I' Académie de Péterfbourg (tore 6); mais l'ex-
plication de la méthode fubuile & adroite que I'Auwe
tear employe, me femble furpalfer les limites qoe
je me fuis prefcrites, en donnanc le titre de Iraité
clémeniare @ cet Ouvrage; je me contenterai donc
d'aveir indiqué ces Mémoires 3 mes Ledteurs, qui
lez confulterone ¢ils le jugent & propos,

Prorrems L

. 40. Trovizr la courbe done la Jou-tangente of
€gale au quarré de Pordonnée divifé par une conflanie?

Appellant les ablcifles x, & les ordonnées . la
."'""
L
on aura-done Péquation -‘L:’i w22 ou adxs=
4
yidy., & ¢n imégrdni axy== -’i, ou 2ax==yy,
>

éqwation de la parabole ordinaire,

Yl falloit que la foumtangente fut double do P'ebl-

fgu-c_angwee qui efl toujours fera égaled .;’.‘Z.. ;
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. . 2 . X
¢iffe, on auroit I'équation -—’-‘:}- ==2x, & par con-

4 e
{équent x—;. o= -ﬂ}-,&en incégrant, tL.x 4 ;Lia==

L.y; ({’sjoute la conftante ; L.a pour remplir 13 foi
des homogenes 33 cell j-die L. ax=Ly, &
beant les logarithmes |/ ux =y, ou bien ax==y¥,
Gui et encore la pasadole ocdinaire,

" Sl faue que 1a (ou-normale foit conflante,, on

. l -
aura V'épation -.:—’-f- —=a,0u ydy==adx; cnimé

vy
grant , =S ==ax, OU jj:-z.:x;c‘cﬂ encore 3
3

parabole.
S faut que la fou-tangente foir reiple de bl
ciffe , on aura ’;’ -_.-;x.ou:—:-m.'.'!-, & en
’
ilxa\tégram, L.V [aax] -;- L.y, ou 2ax=y"% ceft
remiere le cubique, ‘
gi la l’w-‘:::gmtc doit crre multiple de I'sbicifle
un nombre quelconque de fuis exprimé pac m, on

. 4 é
a l' uaﬁm 'z'a—:’———'- mx, C’eﬂ-}d:re -Tx;' 1 _..j—ns

éy
& cn intégrant, L. [@*='x]==L.y, o8
a" ="'y ==y", qui ¢lt une courbe du genre des pas
raboles,
Ax-x¥
Si la fou-tangente doiz_ém'z"'—*-—-—-. alors

eTi

o SR i .. sax4exy Colt- 3 - dire
V'équation fera 5= a+s ’

aydxg-yxdx=28 xdy4-xxdy, o8 bien

elxendx o dy . & en in:égram. L.]ﬁ
idx 4 xE 7
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i Lo(2ax--xx), & par conféquent ¥x—2cr=
) €quation i Fhyperbole,

8'il faut que 12 fou rangente foi me —ar? 3

ay-s3xx
I'équation fera L - e 357
dy 0y =3x%
ayydxd-syrxd sy 2axydy—3x'dy. Selon ce
quit 2 €eé dit au n”. 18, on commencera par rameset
cette équation au cas du 0°, 14, On fuppofera donc
1347
aQ

s Celtadire

» & les fubftirurions faites , on

_y-_—.-—"i. dy:

aura x4 2 i xrdar== g2 ;—6 %7 dg, qui el

dans le cas dont on vieat de parler, On parera main-

FeRant les indéermindes par la fuppolition de 7=
Np e

=" qui donne gaapdx—3p dx==gxppdp—

Gaaxdp, & par conféquent {: = ”:’)“:';?.
’ ——
Paflant 3 Vimégration , on aurs Lx=a.oiess

n
Vit —saapp; ’
p (2 valeur ‘V:"

& en remettant au liev de

» O Jura enﬁn r:z...o....'
m

‘V[‘.”_“.,.i » 0u bien ufyyem...s

"
3a'yxx=—=m'x,

Les deux fubftirutions qu’on 3 faires de y= -5:— .

& de !a% pour venir i bout de féparer les in-
déterminées , font voir qu'il el fulfi de (aire dis le
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commencement la fuppofition unique de y= :;.”-.

Mais on parviendra plus promprement i ceree fé-
paration, fi lon €éurie Péquation ainfi: 3 yxxdzt=
33y == 2axydy——azylx; car en divifant pat ¥, 00

2 3ydx43xdy= '"’"’L‘:.’"h &intégrant

fans ajouter de confante, 3X ==—¢%z-. celt-d-

dire -:;:-ax.r. qui eft la parabole ordinaire,
Si Pon demande la coutbe qui a pour fou-ran-

4x)—uax - y
2X).. on aura cette €qUATION. . e el
5::—3;

et 0 s ey
b 3xvydx —ayydx, que jéeris ainfi : g&'dy—
?yr:d:.——-ox]lj—a ydx. Je remarque que le
cond membre deviendroit intégrable, fi on e divi-
foit par zxyi je divife donc ainf toute I'équation, &
fai axdy—3yex e axdy—aydx e fu])poﬂa
y xx :
qQue ﬂnte'gralc-:z- de ce fecond membre foit =1,

& ‘Mm( ’ d. "‘qtlﬂiOIl. f‘i.cqc-oonoloooo‘
}:-(xd;-o-gdx)——;gxdr o dis Sefiddire + oo
Ix
.?..f.‘!i_!'!'_*if.:_:,;" équation qu'on peut conltruire
par la méthode du n° 14, & ?u p:ép:m d'apris
x
celle dy n". 24, devient ¥ -3?‘-—}- —;—) == 4

gente
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Je fais dond ‘;" 420 2 & Piotégration
me donne L.¢*x=L.a%, ou ;*r==2a'p. Je chalfe
x de Péquation finale , & jai L x-d;— = d7.
Celt-i-dire a*dp=y*d;, & en incégrane a'p=
-3;'-—. Enfin je remers d'abord la valeur de p, &

enfuite celle de 7, ce qui me donne x y== -5;:-.@3
et une dquation 3 la parabole,

2 '4
Si la fou-tangente doit étre L)L (asex)

a+L.(asx)
, . (24-2)L.(adx) yix
I'équation fera e - 7
. dy adwaed e L. (g x)
dire = —
y (2-x)L(ax)
fais (ax)L.(adx)=31, & par conféquent
d;:d:L.(¢+x)+¢dx.(j.efuppofcque la fou-
tangente.de la log. foic ==gq). En fubllitaznr ces

, Celt-i-

« Pour ineézrer, je,

L d .
valeurs, ]=l~-"—=-—"-. & en intégrant y==g,

celt-d-dire y=(a4-x)L.(a4x), courbe tranl-
cendante, mais qu'il eft facile de décrire pat le moyen

de la logarithmique,
Prosrensz 1L

41. Trovrae la courbe dont U'efpace off égal qux
deax tiers du reBangle des coordonnges ?

La formule des cfpaces o ydx, ainfi on aura
ﬁdlfir]. & par conféquent ydx=>xdy-+
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tydx, c'efl-3 dire ydx==2xdy, ou bien —‘1;- —_
3

i : e :
~Z. En intégrant , j'zi comme i deffis, L) ex=

J
L.y, & ax==yy, qui eft la parsbole ordinaire.
Si I'efpace doit étre éxel 3 Ia quatrieme puiffance
de Pordonnée divifée par un quarré conflant , I'équa-
. v PN i . - _c__}_'_dr
ton feraﬁdx- —— c'cftd dire ydr=-—=,
ou aad x==4yydy; & en intégrant —’-?—,- =),
Feft la premiére parabole cubique.
Si Pefpace doit étre égal 3 1y iffance m de
lordonnée , divifée par une conltante, on aur

ﬁd:.—:-‘-;-";;-. ‘eft-i-dire ydx= m-:"d,

ou bien a"—*dx = my"—'dy; & en intégrant
(m—g)a®=tx=2my*—"*, cowrbe da geore des
paraboles ou des h Jes, fuivant que m-—F
fera pofitif ou négatif.

PROBLEME I1TL

42. Er.enr donnée une infinité de paraboles dun
mime genre quelcongwe , on demande quelle ot la
Courbe qui les coupe toutes d angles drois ?

Soit 'équation p=—"x"==J": Ui, puifque p, ™
& n fome ?fcs quan}:';a a'rbima);. peur repréfenter 3
Pinfini les paraboles de tous Jes genres, Suppofons
dabord qu'elles ayent toutes le méme axe AB
( Fig.3), le méme fommet 4, & qu'elles ne diffierent
que par Je paramétre; & foit AC une de ces para-
boles, cans laquelle AB==x, & BC=y. _

Que I'on meoe 3 un point quelcongue C la ras-

g »
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gente CT & Ja normale £P; on aura BTes —,

n

Soit DC la comb: demandie puifgu'elle doit coupee
Frpendicul.uircmcm la parabole en C, elle fe con.
ondra néceflairernent dans un petit efpace avec CP
normale au point C; ainli CI qui eft tangente de
la parabole AC, eft en méme.temps normale de la
courbe DC 2u point C, & BT et en méme-temps
fou-tangente de la parabole , & founarmale de la
courbe cherchée D C. Ce qui vienr d'étre dit rela-
tivement i la parabole AC, convient 3 route aurre

rabole du méme genre. Le Probléme confifle donc

trouver la courbe DC qui a poar fous-normale

-Ef—. L'exprellion générale de la fou-normale eft

.’7‘:—, quil faur prendre négative ici, parce que

dans la courbe D C les x croiffant, Jes y dimintient ;
Péquation difféentielle fera done mr e — 227

n ix
mxdx mxx

——=-—ydy; dont lintégrale eft ——— =

N
_.."_].+¢¢. ou bien ;’!..2:.-22_ —XX,
3 m ~
équation i Fellipfe. Comme ‘e paramitre p n'elt pas
dans ceste équation, 13 f(olurion eft générale , &
regarde le nombre infini des paraboles décrites avec
cet axe & ce fommet,

Si Fon fuppofe que Pexpofant n, dans 'équation
PPra =y~ [oir négasf, & que I'équation foit
par conféquent x"y™ == p™ **, clle exprimera une
infinité dhyperboles du méme genre entre leurs
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. mx
afymprotes, qui ont pour fou-tangente ———,

quantieé qui eft aulli la fou-normale de la courbe

1 .
DC; on amra dom _.:.:.-_—__..-Z_Z. s c'gﬂ....
n dx
4 .
dire ——— =ydy; & en imeégrant, e

n
) SRR . anaa  n)y )
=-+aa, bica ¥ Fom ——mem =i, G
eflt une &quarion de Phyperbole.
_ Si toutes les paraboles AC, QC, &, en nombre
infini, défignées par I'équation p~="{"==y", ont
le méme paramatre & le méme axe, mais un fommet
différent; ou, pour m'exprimer plus précilément , fi
Pon congoit que P'une des paraboles fe meuve conti-
nuellement le Jong de fon axe, en reftant toujours pa-
ralléle & elle-méme : que Pon prenne , 3 compter d'un
poine fixe A( Fig. 4), une ligne quelconque AB=x,
& foit Q C une quelconque des paraboles dore Pabl-
cife QB ==¢, & l'ordonnée BC=y ; la fou-nor-
male de la courbe cherchée DC, ainfi que la fou-
tangence BT de la parabole QC, feront cxprimées

Pune & l'sutre par — ":" ; aiofi Péquation de Ia

x

courbe fen...{:’ = ? ; mais par Péquation
x

" dy
de la parabole, on a {=—;":-_.—;400C—L‘;'=

— -
' -

-~
. —

_?.i.:."?o eft-3-dire d:z—-s— "T‘]"':J’;g

Q ’—a-’

P 4
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--nnp"-"} .

, qui eft I'équa-

en mtégt:an: o ey

tion de la courbe demandée DC.

Si les paraho'es coupées font des paraboles or-
dinaires, c'eft-d dire fi m==2, n==1, noue équa-
tion intégrée ne nous apprendra rien , parce qu'apris
avoir fubfheué les valeurs de m & x, nous auroas

£ i maisen prenant I'équation différenticlle,

& =

on aura dx-.z—}p.-?-. éqation 3 la logarith-

mique. Ainfi la cowrbe qui coupe i angles droits
un nombre infini de puﬁbmola umtwira, difpolées
comme il a é&¢é dit, eft la logarithmique MCN,
dont la fou-tangente eft égale i la moitié du para
meétre des paraboles,

S'il s'agie des premidres paraboles cubiques, ¢'cft-

"‘;-—.

d-dire fi mom 3, ne=1, 0n sum yem—

-3
ou x;::—?—. & la trajeCtoire DC fera une by-

perbole enre fes afymproses.

Sim=3 & n=2, deft-3.dire il Fagit des fe-
condes paraboles cubiques, on aura x w=— !}/ py,
ou bien xx="%py & la trajeltoire DC fera une
parabole ordinzire. En donnant d’autres valeurs 3
m & 3 n, on trouvera d'autres courbes,

Si les paraboles 4C, QC, &c, non-feulement ont
un fommer difiérent fur le méme axe, mais qu'elles
syent encore chacune un paramitre différent & ¢gal
& la diftance de leur fommet refpectif @ un pont
fixe E; on prendra alors une quelcongue de ces pa-
raboles comme QC, & fuppofant qu¢ EB ==

foit
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foic Pabfcifle de la courbe cherchée DC, que BC=y
en foit 'ordonnée, & EQ==p lc paramitre, on
;ﬂfa QB ==y —p, & I'quation de toures les paraboles
era pr1 , (x=—p )'=y". On aura la fou-tangente

08'1'-.—-.%(:-—-1'); & par conféquent Féquation

de la courbe fera —-':;?-==-l':-{x—p).

“Mzinzenan: fi Yes paraboles font des paraboles o
dinaves, celtidire fime=2, n==1, on W p=

%- -+ V[% - yy]; & faifant les fubftitutions

dans I'équation —.'Zg- =% (x=p), clle ds-

LS el V xx
"Ll)dn ——?;— =X 2 [“‘;- —J] ' éqﬂ

tion dans laquelle on [éparera les indécerminées pae
la méthode da n% 14, & dort Pintégrale fera algé-
brique.

Si les parsboles AC, QC, &c, de I'équation
PRty ==y", ont toutes le méme paramitre &
leurs axes paralitles, & quelles ayent un {ommet
difiécent pour chacune, & pofé dans une ligne per-
pendiculaire 3 I'axe, oa, c¢ qui revient au méme ,
fi une des paraboles fe meut de manicie quo chacun
de fes points décrive unc ligne perpendiculaire 3
I'axe; on prendra une de ces paraboles comme EC

(Fig. 5 ); faifant AM—=FBusy, BC=y, MC=x, .

& menant 3 la parabule EC la tngeate CT qu'on

prolongera jufgu'en ¥, MV fera la fou - normale

de Ia coutbe cherchée DC; mais puilque 5 [=
2L, on aura MV = —22., & Péquation de la
) > Dd
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d _ o
courbe fera —':-3- .—.-—-:2{1-; on mettea au liea de

y favaleur p':%'{" donnée par I'équation p=3"==y",

& ON EOAVErd e = _:" , Ceft-idice
A 4

==dx, & en intégrant ¥==—...

- mydy

Ne——a n
———

.’ " g:."".
mmy o~
n.(:n——n)p:'z:

demandde DC.
S'il sagit de paraboles ordinaires, ceft-d-dire, f
....4}'5 s ppxx _-.-:{’.
37 ™
c'eft-i-dire que Ix waje&oire DC eft la feconde pa-
rabole cubique, doht le paramérre eft & celui de s
parabole AC, caomme o eft & 16.

On a que dans c2 cas la pofition de ia
courbe DC ;cn difiérente de celle qu'indique la Fi-
gure 5 ; elle aura fon fommer en 4, & clle ren-
contrera la partie convexe & inférieure des paraboles
qu'clie coupera 4 angles droits, comme on le voit

Fig.6 dans la Figure 6.
Si les paraboles AC font de quelqu'ordre fupé-

rieur, on trouvera que la traje@oire D C fera aufli
une parabole d'un auwre genre.

, qui eft Péquarion de la courbe

m==2, N==1,0NaUra x==

Proscrceue 1V,

43- Svrrosons que la droite AC faffe un angle
Fig. 7. de 45”7 avec la droie AD (Fig. 7); { demande



IL Parr. CrAN IIL 419

Téquation de la courbe AB, dont la propriéeé off que
fon ordonnée BD ¢ff @ la fou-tangente DF , canme
la conflanie a ¢ft 4 BC2

Suppofant AD =x, DB =y, CB=y—x; la
condition du Ptobléme deane cette proportion, y:

ydx , .
S iiary—x, & par conféquent cette équation

4
alx=ydly—xdy. Pour {éparer les indéterminées,
o fe fervira de Ta méhode du % 23; on fuppo~
fera donc x:=.43+p+8, dx==Ady4dp, &
aprés les fubllitutions, on wura addy<-adp =
ydy—Aydy—pdy—Bdy, &quation ou les va-
riables ¢ fépareront facilenent , fi on fait éveoouir
le premicr & le fecond terme du dernier msmbre,
Ceft-3-dire i on fair A= 13 pour B cllc r:ftc -
bicraire , 2infi noos la fuppoferons <=0 puaur abrégers
& la fubflitution 3 faire fera x==y=p, dxr=
dy4-dp; ce qui change Péquation ca celle-ci,
oy
i &

courbe tranfcendante Gui dépend de s logarithmique.
ProsLEmE V.

4. Trovy er 1z courbe dome Taire oft égale @
axy—hay', en défignant 4 Pordinare les abje ffes

par x & les ordonnées par y?
On aura donc cette équation fyd x = axy

ba*y*, & par conléquent dx==ardytaydxr=

‘l';x'—'ﬁ—i-ef‘}f"?lj. ou bien {«n f:xi!:m

G=—1=m), mylr+¢xl]+cb)v'x"".:r+

ehx'y*=" dy == 0. Pour féparer les Iﬂdﬁﬂ’u’:ln&.

oa pousroit fe fervic de la métholgcd du n®, 333
g

@dp==—gdy—pdy, cclt-i-dice,
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on fuppoferoit pour cela r==u—"'7"—"', & y=

¢, & onavroit dye=(e—1).3 " " " *due

(et )="3"=d3, & dy=(1-—=c)i="d7i

mais jes fubRitutions meneroieat & uhe équanion fort

compoféz, & qui exigeroit un tres-long calcul.
Pour asriver au bur par un chemin plus court,

je reprens Péquation f}ls=bz‘ y'-axy; je fop-
pofe a*y"==¢; Péquation devient par ce moyen
ﬁd’=bﬂ+¢-"]; & par conféquent ydx==

bdgdraxdy4- aydx. Cela pofé, jemploye
rai la méthode du n°. 24; j'érirai donc I'égua-
fe—z dx d;) -

x—.——-—

tion de cette manicre axy (

a x Jd
bdq; je fuppofe enfuite ’7‘ x ‘: — ; =
—?—. & par conféquent, en intégrant, '—:'-: Loz—

Lt ]
x &

L.y==L.p, ou bien e p. Faifant les (ubftis

tutions convenables, je wouverai certe équation,
cx{‘d »
vy
le moyen de p & ¢, je fais atrention que **y'={»
. K
cell-=dirc qu'on a y* r_—.-;'.-.ou bien ]-.a-g-- i

L)
.
.

== bdq. Pour exptit.ncr maintenant x% par

L

mais on o eull :-,:—=J; donc

| v
— -

X »
TET ee—
?

':[-\I =
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g Pk Aat '} ’
ou bien &+  ==q‘p, & eofin x‘==...

g vaixpr—et *“.MﬂMldOﬂCf:_‘:—::‘.X

. L 9
P <r+a¢ gu lieu de x*, on aura cette équanion

.
¢’T.T-';'.‘: Jp.-_-.. , Celt-a-dire

e
4"7:'::::.7'.{'.;;5’0—"7;731. & cn iﬂté‘

Jee~gae4+dac C— . s
sl‘nt xr‘-“"'“ b
ag-—ac
be—baedmbac I

ey | =g, équation de
la courbe quon cherche. _

Il eft évident certe courbe fera algédrique,
tour au plus, Jorfgue les quantités &, ¢, ¢ feront
rationnelles, & qu'elle fera tranfceadante, lorfque
Yune dlelles feca icraionnelle, Je dis cour au plas,
parce qu'en (uppofint méme les quantités a, ¢, ¢

rationnelles, Ja courbe fera cependunt cranfcendanie

lorfqu’on aura e=¢; lorfque ¢ == ::: ; lorfquon |,
aura tout d-la-fois ¢==1 & a==1; o0 bien Jorfque
a==0, & qu'en meme-temps ¢=13 & en bien
d'aurres cas dont il n'clt pas nécellaire de faire K1

Péaumération,

Dd i
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CHAPITRE 1V,

De la rédufion des éguations différen-
tielles du fecond degré.

5. Lm. squ’ox pourra appliguer aux équations

ifiérenticiles du fecond dearé, les regles d'intégration
ui ont éeé expliquées tant pour les cas ou Jes varizbles
ont féparées, que pour ceux ol elles font melées; on
n'aura rien de micux i faire que de fe fervir de ces
regles , & de réduire par leur moyen les équations
dificrentielles du fecond ordre 3 (elles du premier;
& il n'elt pas nécellaire de rien sjourer fur cet objete
S'il arrive enfuite que les indéterminées de ces équa-
tions 2iuft réduites au premier degré ne foient
féparables, ou méme que ces équations ne puiflent
érre conflruites en aucune maniére, le défuur pro-
Prement ne pourra en ére imputé a Pue de
traiter les différences fecondes, mais & celui de traiter
les preméret. Nous nows propofons donc pour
but de rendre les équarions dif&entio différentiolles
telles quon puifle Jeur appliquer leo regles dlinté-
E;ucion qui ont €té enfeignées; ce que I'on peut teniee

plufieurs maniéres.

. 46. CeLre qui fe préfence la premitre, confifte
2 employer les artifices connus de 1'Algcbre ordi-
mire, comme de tran(pofer les termes , de diviler
ou de multiplier les équations par certaines quantités,
& aotres opétations fi » Mais avan: tout, il
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eft nécelMaire de fe rappeller ou de favoir fi en paf-
fant des premitres difiérences aux focondes, on a
regardé quelqu'une des fluxions comme confhance ,
& laquelle @ éé prife comme telle. Il faug remarquee
encore que de méme qu'en intégrant les premicres
différences, on 3j une conftante , il fant aufli co
sjourer une lorfqu'on paffe, en intégrant, des le-
condes différences aux premicres. Cela pofé, venons-
en i quelques exemples.
Exexerrr L
L - dxd

Soit propoléc I'équation : = 22 “;:: s
dans laquelle du==)/Tdx"~dy*], qu'on fuppofe
coallante , eft P'éément de la courbes J Pécris fous

catte forme bfg“ ==2¢]ddr+drlj.

_ Puifque du eft cooftant, le premicc membre fera
intézrable, quand méme on te multiplieroit ou qu’on
le diviferoit par une fondiion quelconque dey, &
je remarque que le fecond le feroit aufli, fi o le
divifoic par 21/y. Je divife donc toute P'équarion
PR by~dyds u;dds-ndxd,
par 2)/y, & ja v == =
*7
& en ipeégrant, ,bf - % _ madzVy+
‘N*:))(‘. . :
adu]/ a, équation réduite sux premidres différences.
Dans I'intégration, 7ai ajouté d:/pow quantité
conftante, & je Fai multipliée par &}/ & pout rendre
les termes homogénes.

Exexers IL

. . dx? —yddy
Soit Péquation f== ._‘.’.;2—"——-3)6:'? laquelle
v
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©n 2 pris pour conflante yd. Je multiplie I'équation
aderdy 2 3diddy
’.d_g.
: ady 2dyddy .

elt-3- = -l : be
celt-d-dire 2fdy T Pl & int
grant, puifqee ydux eft conftane, on aumfzfdy ==

' dyr
ST ETY T “=nyyd,

Exesxrre [I1

Soit I'équation fe= -i‘%.;'_:.}’.;w., dans laguelle

dx elt conflante, & du ou dx'gdy' ] eft
Vélément de la courbe. Puifque dx cft conflantes
on 3 dyddy=duddau; par conféquent, en fubfli-
taant la valcur de ddy dans I'équation, on aura
dydud —sduddu
5o Y dydxs

zfya_z_ﬂ)h'«— yyduddu
Yleyex»

23y dut ey yydudd "
e AL .s&cum:ésnatszd]=

par 2dy, & elle devient 2fdy=—

3 & en multipliant par 2y,

et d-dire 2fdy=

)' dxi
du?
e — ..
Py T “+ndx

On peut ¢ ndre encore de cette manidre:
ayant mis danz IR‘:mdoo 20 lien de du fa valeur,

dx' el y? e 3dly
y'dx-

3 )dyix? w1 ydy ) e—a yydvddy

Pr 2ydy, 2fydys= 24 iy ;

on auna f=

3 en multiphane




Celt 3 dire 2fdy== syéyderaydy —=13yd3idy .

_;o‘dx'
dxtemmds?

yydx®
Exenrere IV,
ryddy~4-xdy* _dios b

& en intégrant 3JfJJ===— 4-ndx’,

Soit I'écuation adx == -
quelle dx eft conftante, Je la multiplie par dx, &
ad

la divife par x, & j'ai -—'—‘_‘:-=Jd.!)+lj". &

intégrant , en obfervant que dx eft conftante, e
trouve ad ¥ L.x 4 Adx==ydy. Si Pon fait la conl-
tente ajoutée A==a, ceute dermidre équation fera
ad ¥ Lox4ady==ydy; & imégrant une feconde

fois, on aura ax L.x= -’-7-.’-

Exemere V.
Soit 'équation f= an{dvi{:;ﬁzrﬂ.& s
dans laquelle dux eft V'élément de 1z courbe, dt cft

donnée en ¥ & cn y, & aucune des fuxions n'a
été traitée comme conflante, Je la divife par yd,
*

& je la multiplic par 2, ce qui me donoc-;-&-‘- ==
sle}dul-O-Viiu:i::z]dxdullo , o bien
2fAvdes  apdetdidst -yt dedde—rpyde’ dudde

o= g

Jydxs yod=t R
& en ivéorant, 2 .E.'l‘—"— 1 . n.
> » j 2xt ))d!‘ -
¢ comme une chofe impol-

J
Mais op peut teganfc
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fible , de faire ufage de cette méthode dans les équa-
tions qui font un peu compolées , g1and on ne fait pas
déja 3 peu pris les intégrales qu'on doit avoir; aisli
je paflle & dautres mét?loda.

47-Lorsqump dans la folution des Problémes, on
palie des premicres difiérences aux fecondes, il peut
€tre avantageux de ne prendre avcune des flaxions
comme co::?hntc » fi rien v’empéche de le faire ainfi;
parce qu'ayant enfuite la formule fous les yeux, on
pourra déterminer dans bien des cas, quelle eft la
fluxion qui , regardée comme confante, rendra la
formule affez fimple pour ére incégrée fans peinc
Les exemples feront mieux entendre la meéthode.

Exsgsmxeraxn

b'-&-dx'd)—-r{ufﬂr-ﬁr‘l“]
1x3d y \
3 laquelle on cft parvenu fans regarder aucune des
fluxions comme conftante. Pour fimplifier cette for-
muls . Fexamine laquelle des fluxions prife pour
conffante feroit évanouir deax rermes du fecond
membre, & 'y ea laifferoir fubfifter que deux ; o

. 4
Jen trouve deux dans ce cas, favoir xdy, & —;—-

Soit I'équation f==

Je fuppole done xdy==c; en prenant les difi&
rences, jai xddy<-dxdy==0, & par conféquent
¥dxddy—-dx*dy =0 ; ce quifait difparcitre e
fecond & le quaviéme terme du fecond membre
de Péquation propofée, & la réduis & fo=usa0o

€y) —xdyddx £ L
"”d;, s mais puilque xddy4-dxdy=0,

jaurai auli dy -'---:-5:—]-; & par conféquent aa
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moyen des fubllittions, fm — —r 730
il Celtidine fo= o 'f:{;’jj,’" .
ou bien f= —d"’::':;:f“! ; mais xdyswe,
donc f= —Jﬂi’;;h“' , ou fdr==.as
— u{ :hah ; 'incégre enfin, & ['ai fﬂr =
oo s = ouﬂ'.!x -—‘————l':;;:" A n.

4¢¢

Lorfgu'on eft parvenu 3 Péquation f==e«ese

dy'xdydix
une
v T on arrivevoit & l'intégrarion par

voie plus courte, en la muleipliant par dx, & la
é
difpofant de cette maniérc:f.lx——--;—;— —_

dxdd - »
-'_:ﬁ;_., car , puifque sdy et conftant , en W~

tézrant, on trouvera comme cs-ddbfflrs—-
' dxt

423 axxdy?
Prenons maintenant la qwm:é — pou conl-

xll’x-—-lt‘
...-—-—-—-

=0,

tante. Cette fuppofition donne

& par conféquent sulli 4-dxrdy —xdyddr=0;
ce Qﬂl faic &vanouir les fecond & troilicme uﬂlﬂ

de léquanon pnnclpalc. & la chmgc en
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fe= dy) = xdxddy
rxidyy
fidxm Jrly’-’-.'!'dx'd.-'j
ieddys
dx det
que ——, & par conféguent s cft conflante ),

- )
fm{. comm.e ci~deflus, ﬂd:z——:-;—;--
xy

—-—~+".

axxdyry ~—

: ou en mulripliant par dx,

» dont Vintégrale ( puif-

¢¥. Poux favoir & peu pris la fluxion que I'on
peur prendre pour couftante, on examinera sil n'y
2 pas dans P'éguation propofée, deux, trois, ou ua
plus grand nombre Ie wermes, qui deviendroient
intégrables en les multipliant ou les divifant par une
quantitd commune ; dans ce cas on intégrera, en
premace legr imégrale povr conftante, & on pro-
cédera de la maniére quon a vu. Si cet arufice
ne réuffic pas toujuurs, il conduira du moins quel-
quefois au but,

JCVOPI'W" ionf:—...........-c-o

EpVbdxidymmxdyddri-xdxdd .

e ”,j’. 25 je remarque que
fi Yon divifoit par dx les deux rermes dxtdy-+
xdxddy , il refleroic dxdy 4 xddy qui eft une
quantité intégrable, dont lincégrale el xdy; &
c'eit ce qui me détermine & regarder x dy comme
conftante. Je remarque pareillement que Jes deux
termes dx'dy—xdyddx, éaant divifés par — xxdy,

— s dd;

h":' ~, dont l'imégnleeﬁ—?—.
ce qui‘fait voir que 'on peut prendre auili la quan-
tité -T’- pour conftante.

donnent
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ExsnMrPLF

On propofe 'équation =y, (dxddy~—dyddx) =
JJJJ.\"--ny;d]' — xdxdy’, cans laquelle a
variable 7 et donnée ea y d’une maniére quelconque.

Je I'écris de cette manitre : xydxddy-—=
yydidy =yxdyddrdeydyds’—xdxdy; &
Joblerve qu'en divifint le fecond membre par yydy,

o cooydxd —xded 5
i! devient Jadd +’-3-: TETY. dont Vintégrale

d. d e
et =T, Prensme donc -’-';-:— pour conflante, j'ai

’
é 4 dxtemxded ;
xdx —, & xyddeydxtemxixdy R -

J S
I'équation propolée deviendra xyd xddy =+
yydydy'==0, ou bien dg==— ’;:;‘Z- , dont

Pintégrale, puifqm-f-:—f- et conflane, fera ==

49. St Tune des deux varisbles ne fe trouve
point, ni elle-méme, ni aucuoe de fes fonctions ,
dans une équation du fecond degré s elt-3-dire s'il
n'y entre que les difiérences premiéres ou fecondes
de cette varible, avlli compofées que I'on voudra,
& élevées & une puiffance quekonqoe, Fintégration
ou réduftion aux ?rumém différences fera toujours
facile au moyen d'uag fubftizution, laqueile confifte
a fuppofer la premiére difiérence g flue, égale &
une nouvelle inconoue multiplce per 1a fhmoo qui
a é&e prife pour conflante, ou que Pon prend
pour telle, 3 volonté, fi roures les Muxions font
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variables, Par exemple , dans une équation donnée,
ol P'on 2 fuppofé dx variable & dy conflunte, on
fera dx==pdy, & cn prenant les différences dans
Phypothefe de dy cooftanre, ddx=dpdy. Losf-

) e &)Y W, npaY.
qu'on aura faic cette fubflitution au liew de ddx, &
que F'on aura encore fubflitué les valeurs prifes de
I'équation dx=pdy, on trouvera toujours unc équa-
tion qui fe réduira aux premiéres différences.

Ou bien encore, il fera quelquefois plus commode,
de fuppofer la premi¢re difiérence de la variable
qui n'elt pas dans Péquation, ézale 3 une nouvele
indérerminée multipliée par 1a premitre différence de
FVautre variable, Aprés les fubflicutions convenables ,
en n?{:‘:\m égard 3 la Auxion qui aura éé prife pour
conftante, on aura Méquation propofce réduite aux
premicres différences, -

Exexrre I

Reprenons I'équation du premier exemple du
2 by rapddceadedy
n° 46, - = Tody , dans lagquelle
on a fuppo’é du conftante,

Nous ferons donc dx==pdu, & en difffrentiant
ddx = dpdu; fubltituant cetre valeur, nous su-

rons b - bl L » cefls - die
- dudy
bym 12ydp4apdy ¢ #
S S e & » & par conléquent. « .+
by~d . .
’;’ ==2aydp-t-apdy, équation qui eft inté-
grable, ea la divifant par 2]y, & fon ineégrale

bym+3 . éx
BT =PV ks mais pe= s
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8;-**4:
(m+4;).2c"
Exegmrre IL

=adx)/y+gdu

on aura donc

Soit 'équation fyydydx*==—duddu; ol l'on
fuppole que du c‘{ yl'é.l’émcnc de la courbe, que
ydx ¢ft Ia Auxion prilc pour conflante, & que [
et donnée en y. On fera du==pydx, & en dific-
renciant d du==ydpdx; ces fublltiturions donncraat
fyydydxims—yypdpdx'; Celtd-dire fdy=—

pdpi & en intégrant 2ﬁdj=-—pp+2m; mais

dus — der ==dy*
sz)_*dx' yycxs
velles fubftitutions, & réduifint, on aura dx==
dy
v imyy—1=—233ffe3]" .

Si Ton vax réduire la méme équation le
moyen de l'autre fubltitution indiquce , on fuppo-
fera 4 x==pdu, ddx =—dpdu-rpddu, & par
ddx— 2024 1 es fubMtitations

e dudd ’
doaneront I'équation fyyppdydu’ = ;+M i

mais cn a pris pour conftante ydx, €0l Von tire
yddsxduiydx=0, ceft-i-dire ddx==—
L. PE¥2T . i Pon met encore

—le, O A X
Y

cevre valsur dacs Péquation, on aura fppyydy=

-f;’-.*. 22 Cola pofé, allons plus avant, & faie
P

; faifant donc ces nou-

conféquent ddu==
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fors 2L e 2L e

7 ‘P p
& fyqdy ==, ou bien fily = —L, & en io-

d: & par conléquent py==4,

1 .
(éymn&j}4y==——-r;rnpnulnmsqyzzpp]]=-

yyde i Jydxd )
i i om e d =

—d gty
Jydxs

deflus, dx ==

<+ 2m; dou lon tire, comme ¢

dy
Vismpyy—i—wyy ffiy}”
Exzxxrers IIL
Je reprens Péquation du troifitme exemple du
n’. 46, fydx'=dxt4-dy' —yddy, dins la=
quelle 4 v eft conftante ; je fuppofe donc dy =pdx,
ddy=dpdx; & fifant les fubflieutions , j'at
fPdst=dxtsdy' —ydpdx. Je chafic dx en

SN
PP
—~—+J,7'—-J-‘7"L. Ceft-d-dire fy*dy'==

dy'=4-ppdy'—ypdydp, ou en divifant par ' 4¥»

meteant A {a place %.cc qui donne

d dym—ypé _ o
fdy= J{ g J)I’P ~, équation que fin-
tigre, & jai [fdy=— ——— Ll m; e

a4 2 27
mets au licy de p G valeur -‘—'7-, ce qui donne
A x

' dyr .
ﬂdJ’='—' TR tem, Celt-i-dire
aff:!_y:s
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~+ 2m; & par confé-

‘>
Viamygei~—~a3y[féy) '
§0. S1 dans Féguarion propofée, suenne des
axions n'a éeé grifc comme conltanze , on pourna
en prendre wae 3 volonté, & on opérera comme
on a fair au n" 48,

Exsmrte

Qu'on fc propofe I'équation du cinguicme exemple
du n“, 46, dans laquelle sucune des fluxions w'eft
prife pour conllanre, & qui, en mattant yir 2
lieu de 41, eft Hy'dydx'=dzdydu'ydu ddx—
ydxduddu Si Ton Kit dx conltante, le terme
Jdwdd x difparois, & I'équation devient f)"l]d:"
dyduw——yduddu; ainfi pour la réduire, il faue

for durmpdx, & par conléquent ddu==dpdr,

Si 'on fubflitue ces valeurs, on sura [’ ydsi=

Ppdydx:—ypdpdx', c'elt-d-Cire fy'ey=—=ppdy—

inp, éguation qu'on &rra de ceme manire:
dr d . WAz

f}’d}’::ppy.(; --—;’-): & qu sinicgrera

par la méthode enfeignée au Chapitce précédent,

"’ 243 ce qui domenﬂ'lyg--—l%—-i-m.&

qQuent dx =

2a®

en remezcant Ja valeur d‘f-ﬁ"’)“""‘" sysart S

Si Ceft du que Ton P“nd pour conlline, le
terme ydxdeddu difparoic, & il refte fy'dyd ==
‘S‘d}du'-’-ydu'ddxt ainhi b faur f.u'!;'fO!Cl’ dx-=
pdu, ddx==dpdu, Ces valowrs (ubflincys donaeit
[rdy. pdd =pdydw-ydpdv,s }c:cft-i'd“

¢
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d d
fytdy= -’—f:-:-'!-f-. Intégrant , 'on cura....

fﬂ]s-.- e, & en mettant la valeur de
PP

v ==dud

P'ﬁ"]“"‘ pyydxn ="

s1. Lorsque dans un: équation, sucune des
fluxions n'a éeé prife pour conftante , ca peut, par
fa liderté qu'on a de prendre pour teils celle que
'on veu:, ramener i la méthode du n®. 49, quel-
ques éguations qui contenant les deux variables finies,
ne (eroient pas fans cela dans ke cas de cene méchode

n'y aura qu'a prendre pour conftantc, fi on le
peut, une fuxion qui faflz évanouir rous lus termes
qui contiennent 'une des variables finies, de ma-
pidre qu'il ne refle que ceux qui contiennent l'autres

ExcmrrE

Soit Péquation dx*— dxdyr =ydxddx +

2-'2:4). dans laquelle sucuné des Huxions n'eft
con te.

Si l'on Ircnd pour conftante d x, lc premier terme
du fecond membre difparoitra; fi Yon prend pout
conftante dy, ce fera Jo dernice terme qui deviendra
nul 5 & dans 'un & dans autee cas, il ne reftera que
Fune des variables, Faifant donc dx conftante, Péqua-
tion fera dadmdxdy mmaxdyddy, Suppolom

B 5 apris fes fubftina-

tions , nous aurons d x¥ ~— ppdxt - sxpdpde’ ;
aa ak

C’cﬁ-i-ditc CC‘S—’P.‘xgzx"’. ou

ly—’—‘?—-. ddye=
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de 1pfp

[ rd

- ey ; intégrant donc, nous aurons
L. x==—0L.(aa=—pp)=+L.m, & par confé.
L >

QUENE mm e | & €N mctrant au lien de p
ady 2 m »ofd e

fa valeur . ¥ — iy , Celt-i-dice

dxt

bien mdx*=agaxdx'—

mix?

, 0u
aadx® ——aacy*
daxdy,

$2. Mars lorfque 1a fluxion qui doit ére conf-
tanee , eft décerminde, & qu'on n'en a point le chioix,
ou Jorfque par ce choix 00 ne parvient pss 3 €lmi-
ner de Péguation Iune des vaciables, on wa pas
découvert juliuici de méthade généeale qui conduile
furement 3 Pintégration, )

Les méhodes que j'si expliquées, none leur uit-
lié que dans certaines occalions, Il en et de meme
des artifices ordinaires de I'Algébre par voie de mul-
tiplication, de divifion , &c; comme il arrive, par
exemple , dans I'équation xxydzf-:x“x-dx'.
qui, en la divilant par xx, devient ydy'==..,

ko , & quieft par conféquent imégrable ,

rx :
fi Pon fuppofe dy cooftante ; en effer, fon intégrale
el ——-—'vd" = _‘.:--Q-m‘].

* x 2

lauefois une fimple fubltitution peut ramenex
rc-q%::g,,‘" vopo z‘;‘: méchode di o°. 45- :.n
efiet Péquation x*ddx=eyddy-dy'-+yyey’ Ut
n'eft p:::: J:m e cas de cette méthode, ¥ fera com=
prife fi Pon fit ydy==dg; ce qui la changera en
celle~ci a*ddx==ddy4d7" Eeil

* ==
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53. Daxs le cas ol P'on a déja fixé la Auxion
qui doit ére conflante, il peut étre trés-wile de
changer 'équation propofée en une autre &uiva-
lente, o aucune des Cuxions pe foit conflante. Pour
cela, foit Péquation ginlrale dy s pd ¥, dans laquelle
p elt une quantité donnde dune manidre quelcongue
en x & en y, & que dx foit la Buxion coatiame;
en diiiérentast, on a ddys=dpdr; mais pe
—%-; donc {i Pon différentie fans fuppofer conflante
dxddy—~dydde

der !

Fon mette cette valear de dp dans Péquation
dy=dpdx, & ele devieadna ddy=...00+

dxddy - dydd
2 > 2. Par conféquent , fi dans ne équa-

.tion quelconque propofée, dans laquelle dx ef
coaflante , 'on met au lien do ddy fa vuleur...

dxddy—dydis
dx .
dans laqueile aucune des Auxions n'clt conflante.

Mais comme on a pris bien fouvent pour conftaote
des luxions phs compofées, il fera de rendre
cette méthode plus générale,

Suppofons donc Péquation générale dy==mpdx,
(p €rant encore donnée d'une manidre quclcongue
en x & en y; & m éant une fonltion quelcongue
de x ou de y, ou des devx enfemble ), & que
mdx foit la conftante, En différentiant, on a

aucunc des flaxions, on aura dp=

» ON aura une Equation éq;:ivalentt-

ddy==mdxdp; mais P=-:~'Z;: ainfi, ¢n difié
renciant (ans prendre de conftante, on a dp=



ndxddy —dmwdzdy mmmdydix
mndx?

cette valeur de dp dans Iéquation ddys=mdxdp,
. Goavedd wixlly == dmdxdy—nlyide
o edr :
Par conféquent, i dans une équation que ’
qui a pour conftante mdx, on met au licu de ddy,
ks valeue olxddy emdmdxdy—mlyddx
mdx
de twrouver, elle fera changée en une autre équivas
lente, ol aucupe des fluxions ne fera ‘confiznte.
Aprés avoir aiofi complené les équanons , c'eft-
3-dirc aprés les avoir rendu tzlles qu'dlies ne con-
tiennent plus de Buxion conflante; on ferale maitre
de prendre pour conflante celle fl;u: Pon voudra; &
on la choifira telle, il eft pollible, que par cette
fuppolition I'équarion devienpe intégrable.

; fubftitoant enfuite

qu'on vient

Exexrrse L

On propofle Péquation dx'.f]-.f)"-_-ddxdd <
xdxddy, dans laquelle dx (ft conllante. P-ai%qu.w
dang ¢ce cs m=—1, & dm=0, la valeur que je

——dydd: o s
fubflitue 3 ddy cft exd”“ 2 &j'ai Péqua-

ton da JJ—JJ’gudeJJ- adyldx=4=
xdxdiy—xdydd>, qui n'a plus de !hxaon conf-
tante. Jo regarde cafiitc comme conlinte dy, ce
qui donne dx'-}-sd.«'::-l—.rl.:'x_s.:y:. & en
intégrant ydx=t=ad x=2yly, Guat:on qu éé

de yperbole. '

Eeiij
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Exsxrre IL
Soit I' g e 0yt e g @iy yd ydx =

aad xdx réy
X w0
sa-xx  ° dans laquelle ydx eft conllante.

Pour la changer en une autre oll aucune fuxion
ne (oit conftante, puifgu'on a ici m==y, la valeur
de dd] @’i’ r‘ldm rUbniMf Cﬁoooooico--o

dxddy—ddy — o
ydxddy l;:_; ydydd» , & Péquation deviendsa

xdy —dx w—xydxddy 4 xdxdys 4 xydydix

Jixdy
SeSy—nud Pourrsdoire celle-ci, on preadrs
ddrx

pour comtante x dy, ce qui donnera xddy-

dyde==o, Celli-dirc —ddy=-"2; dom
en faifant la fubfication, on sura = ii' ==

xxdx——aadx

dax-x)
LLE SR
L

» & en ;‘“‘mt. — L.d x==

— Lixdy, (je foullrais ce dernier
terme qui eft la quantité coaftante ). Enfin on paffera

des logarithmes sux nombres, & on aura—dl;=
'-‘-E;;;-x-, Feltd-dire xxdy=—=zadxd-xxdx.

Exemrre IIL

dxddy dydx dxtpdy?
—_—————

SOxtl’eqmm.— = = .
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Is Ruxion conftante étant ydx. Je mettrai donc, au
liew de ddy, Ja valeur correfpondante. cvvvvee
Jdxddy —dxdyr—ydyddx
yix
_dxddy T byddx | dxiedyr g
dy &y x
quelle aucune fluxion n'eft confante ; & prenant
pour conftante dy, javrai yddx=dx'-t-dy’, qui
eft dans le cas du n’, 49, & qu'on fit par confé-
quent réduire,

£4. ON peut aufli faire ufage dans Jes équations
diﬂ“éxntio-diffétemicﬂa. de la méthode 'cxpuquée
au n°, 24 du Chapitre précédent; on opérera pour
cela & pen prds de la méme maniere. Je vais en
monrer la pratique dans quelques exemples,

Exexzrs L

Reprenons I'équation du premier exemple du pré-
d
fene Chapitre, 2t =a2ydd x4-dxdy, dans

laquelle on a pris pour conftante e s

dir iy .
Je la met; fous cetre forme ("F-" -:;)dr-u

M.&k remarque que les deux quantieés
aem,
M«n:gc dans 1a parenthéle font intégrables par lo-
dix dy ér

——

garithmes; je ferai donc —— = - =" &

2y

?
= L. du
par confl e L. dx =LY y=L.p~+ '
(i.liwte‘s?:‘k)garitm de du, parce qu. Jﬂﬁeﬂ
conflant ), c'eft-3.dirc dx Vy=pdu Je e

2 Z dix 5
enfuice duns I'équation propofic, au lieu de ——
Eeiv

, & jaurai Péguasion
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-;;—-favdcnr -df-. & au licu de dx fa valeur

pdu . dpéu byw=—1dydn
g, ce qui mcc'ionnc Ty e ou
bien dp.—-_'L;.:!L. & en intégrant, h-4-p=
B+ L dxvy | :
TN T mais pam i) jaurai donc en-
3y~ *%du
kd d
fin ll-"d.rVJa YTl comme dans

Pexemple cité,
Exrexr LE IL

SOit f@mﬁou = “x‘/[':*")] ==eseton

» dans laquelle ydx = xdy cft

Cydxm—xdy)*

XXy
conftane,

La feconde difiérence ddx divifée par la conf-
tante ydx—xdy donne une quandté intégrables
c'eft pourquoi je donne cetce ?’orme i V'équarion;

-dd x x(ydx——xdy)

Jc'x—xé;- = (2xt-yy)v/ [xx4yy]

que 1a quantité ydr—xdy da fecond membre

crote intégrable, fi elle éroir divifie par OJJ” pre-
€,

3& j¢ remar-

parant donc P'éjuation fuivant la méth fai

_ e=ddx xy)y yéx—xdy

cdimxdy T (xxemyp)v [ 52ory) Jp:
dx e xd

Je Guppofe =227 =dp, & par conféquent

—dlx

—=rile fais la fubftitution , & fai yixmmxdy ’
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xyydp . 3
Vi) , d'ol je chafferai x ou y

par le moyen de I'équation -5--’; je mets doac

dens le fecond membre py au liew de x, ce qui
Jnne e - ’
]J:—-:lj (“*}?)V;""'?{N

pallint 3 lintégeation , je trouve -‘-,7’-:—;‘-)- =

-3 Ceft--dire en remettant au licu de
vV {sa+pp)
—dx ' 4

x
2 fa valeur > . sy T T

En faifsnt cette intégration, on auroit pu sjouer
I conflante ydx —xdy; mais que Foa Tajouts
ou non, la feconde intézration gui patle des
midres difiérences aux qoanticés finies donnera
Pun & Vsutre cas les fections coniques.

g5 Var dic (0. §2) que loelque les ¢quations
difitrentin difiérentielles contencient les deox varia-
bles, il o'y avoit pus de méthode genérale pour les
intégrer, On en puut cependant affiguer une qud
tiséeendue, & qui embrafle toutes les équations en
nombre iufui qui fc rapportent aux trots équations
canoniques que je donnersi plus bas, Cetre mé-~
thode enfeigne 3 changer les équartons dunaées en
' sutres, ou il ne refte plus qu'une des variables, &
3:'00 peut par coaféquent intégees par 14 méthode

n". 49.

La *Zm'ubre formule embralle toutes les équa-
tioas rdcux termes reprélentées per celle-ci:
ax"dx? ==y dyt " ddy. dans lagustie ixa&f
prife pour conltantz, Pour tduire cette équation,




442 Carcur ixTéaracr,

on foppofera x == & y==c*¢; (¢ eft lo nombre
qui a pour logarithme Tunicé, h eft une quantité
arbitraire que Von déterminera dans )a fuite, « &
¢ font de nouvelles variables). Puilque x ==c** &
==¢"t, on aura par les regles du calcul exponen-
tiel, dx==hct*du, ddrmm hr (dd 4 hdu'),
dy=c"dt~4-¢tde, ddy=c¢ (ddi42drdu—+
tduw'=~rddu). Mais en fuppofanc 4 x conftanre,
on a ddx ou h**(ddud-hdu*) =0, c'=t-i dire
ddue=w—hdu*, & par conféquent ddy==¢"x
(dd:-i-zd:du-&-(x-—-b)rdu'.“%t la fubftitucion
des valears refpectives de x ¥ » & de leurs difiiren-
tielles, changera Péquation propofée en celle-ci:
ac*™ B Mo dur == (At du )
co(ddetd-adidu~t- (1 ~h)rdu), eft-d-dire
acltv R hr du? =t rtieA (drgerdu )P %
(dded-2drdud=(1~h)tdu"),

Maintenant, pour délivrer corre équation des quan-
tités exponentielles , c'eft-a-dire pour en chaffer ¢,
il faudra qu'on ait nefepew 1==hm--hp, ce qui
8étermine la valear de &, favoir hee -ttt

"+
& (par conf&}u:z Péquation devient. .., . ’ ‘e
G (Repe—=3 ). dur 35/
TEETC th:.(Jt-{-tlu)’ .(Jlt-“
(.—n+‘ f “, » .
2didu+- - )s cetre équation ne

contemant plus que la variable ¢, eft dans lc cas
de la méthode du n®, 49.

La valeur de h=-'-'-§£-'—;—'- , fait voir que les
fubftirutions qu'il auroit Gllu faire dés le commen-

cement, pour arriver promptement ae butr, fon

ML e L
Xs==c e 2 s & Jag':.
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Pour continuer Popération , en fuivant ls méthode
du v°, 49, on fuppofera du==d¢, ddu==iddi-
d1dt; or, la fuppofition de dx cooflante, a donaé

ddus=—hdu', ceft-i.dire ddu= e e 4
AP
'—-.-—’

tgde; on aundonc-——.-:;-x f7di =

x

gddr4-dedy; d'od Pon tire ddi==
ot

;dz'—i';-‘-. Subftituane donc dans I'équation, au
licw de du & de dde, leurs valeurs refpectives, elle

diviesdii a.(n4p—1)*
(me=p )

X{'ll’=...-.....

e ) —

’+A.-L X""—v. ..

d - °

en divifane par 40770, & multipliant par gy .-

-‘_'f(':‘::;;:') X "—ld‘-.l'( '+‘{)'—lx
Ve A e P Bt L

( s x{gd:+———.+? x13'de lg);

équation qui eft réduite sux premidres différences.

On voir sifément que pour reduve I'équation ,

il e fofi de faire dis le commencement ¥ =

[T p—
¢":.—.,:;"Ifqu. &]":‘ﬁ“:‘

Dans cette €quation geénérale , que el réduite,
fai fuppofé conflante la Huxioa dx; mass il ¢t bon
de remarquer que quand on prendroit pout conante
toute fluxion autre que dx, celd ne MeUroR point
obllacle au fuccss de cette méthode; puifque Fon

r.(lt-i-;rdt)"".( :
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pourra roujours changer , par le n° 53, I'équation
propofée en une autre équivalente, ol aucune Huxion
ne fofke conftante , & faire enfuite conflante dx.

Exemrrre L

Soit propofée Péquation xdxdy=m=yddy, dane
laquelle dxpeoﬂ oonéfgu. & que j'gcris{iuﬁ,xdm
ydy—'ddy. En la comparant i I'équation canoni-

UE, ON rOUVEra a== X, me=1 A pu=y p==1, &
t Yon met ces valeurs dans Péquation différentielle
générale, qui a é&é wouvée ci-deffus, on aura

Titde= —.——_'f_-:;-x (irdet=iegpde—dz)

Exemerrx II

Soient psx 1, n==ay, m==—1; eft-1-dire
fuppofons I'équarion ax™'dx==y='dy—='ddy, ou
By X e :Z » dans laquelle Ia fluxion dx eft

x

conftante, Ici la méthode fera inutile, puifgu’on a p+
m==0, & que par conféquent chaque rerme de
Véquation générale différenticlle du premiee degré,
elt iofini, excepté lo dernier terme. Mais on pac-
viendra facilerent 3 la rédu@ion , fans employer
aucun artifice, Que I'on écrive feulement P'équation
ce cette maniére : xddy==aydydx; Vimigrale du
premicr membre et xdy —ydx, celle du fecond
eft 2yyd=
ayydx
3

3 on adonc ¥dy—ydrem,..o

"————ibdl’o

56. LA feconde formule comprend toutes les
équations dacs lelquelles 1a fomme des expofants des
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indéterminées & de Jeurs difidrences eft la méme poue
thague terme. Si on fuppofe que x & y foicet les
deux indéterminées, & dx la fluxion conftante, ces
équations fe réduiront au cas da n°, 49, en faifant
oo, & y==c"t, ¢ étant encore le nombre qui
¢ Vunitd pour Jogerithme, & «, ¢ de nouvelles
indétermindes. Pour faire voir le fuccés de cette mé-
thode, prenons I'équation ax“y™ " ‘datdy* "=t
h")"‘"“d:'dy'“’:dd;; acique cetie équa-
tion v'ait que trois termes qui font d'une fevle di-
menfion, cels nempéche pas que la méchode ne
foit géncrale, & qu'elle ne réufiffe, quels que foient
les fimcnﬁom & le nombre des termies, pourvu que
la conditon dont on a fuit mention , ait liew.
¢ Je fuppole donc ¥==c*, y==c'¢, & par confé-
quent dx==c"du; mais cddud¢dw==0, ou
ddu=e—du, parce que dx cft conflance; pareille-
ment dy==c'dt-t-c"tdu, ddy==c".(ddt-2dud1~
tdurtorddu); mis~ddu==—dw*, donc ddys==
¢, (dudt—424dr). Sil'on fubflitve ces valeurs dans
Péquation propoféc. elle deviendra a— " 'dux
(dtgerdu) —rbr "t (det-edu)* =
édigeadudr, équation qu'on pourra fraiter par
la méthode du n° 49, puilque Mindéerminée u ne
s’y wouve pas.
Je fais du==gdc, & per conléquent ddu==
d3di =y dde; mais ddu=——dur==—7z7d:*, donc
dyds — g d s ainli aprés avoir fubfticvé

dd‘:'-".—--———
ces valeurs, j'aurai ar—"—"g?d" (de=-q2de) "
—d3de
+-zden,

br=r=ratdat (deteqede)* =
DU bien ar—e—"g"dt.( 1-4-10)" P b T (e
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(t=pt)* V== =% ~= 7dt, équarion différens

ticlle du premier degré. On voit par-13 qu'on au-
roit pi réduire Péquation propofde, en fuppofint
dés le commencement x == ¢/ ', & y==clriy,

Exsme L

Soit I'équation xdxdy—ydx'==yyddy.

Pour la comparer & 1a formule, je Pécris ainfis
xy~'dxdy—y='dx'==ddy; & je trouve a=1,
Me=1, p=1, ne=0, bemem1, g==2. Jo mets
ces valeurs dans V'équation canonique différentielle,
qui a éeé rrouvée ci deffus, & 'ai I'équation r&duite

-

hde () =ty de== i ~+ 7dt,
ot biss 1(1’4:‘(]!0 - n‘dr g -—dz-:-gz(t :
Cefld-dire prdt—gpirtde=-——zedyz, . "

Si T'on veut paffer 3 Pintégration, on n'aura qu'i

- . z trdr—di
€crire cotte équation fous cette forme ——— =

a4

%3 & intégrant, on aura r-{--';-:—....._'. o

i
(f eft la conftente ajoutée), et dire 11747 =—

t=fey; mais par les fubfizuions g=-££—.x-¢c',

é .
y==c*t, & par conléquent dcaT!. x=-§- ’

d:-m. & enfin 7= L . Sube
x xdy~—ydz

x
ftrvane donc les valeurs de t & de 7, on aura
:dr-‘-)d,

Jéx

=TI
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57- La troifiéme formule comprend toutes les
€quations dans lefquelles 'une des variables, il n'im-
porte laquelic, forme conjoirtement avec fes dific-
rences , le méme nombre de dimenfions dans chaque
terme. Mais il faut diftinguer ici deux cas, celui o
la difiérentielle de cetre variable , qui forme le méme
nombre de dimenfions, cft conftante ; & celui olt
Pon 2 pris peur conflante la difi¥rentielle de Pautre
vaniable,

Pour le premier cas, foir Péquation canonique
Pxrdy+% e Qa—"d Pdy ¥ 1" ==duwrday,
oil 1a fomme des expofants de x & de dx cft Ia
méme pour tous les termes; P & Q font des fone-
tions quckonques de y, & drefths conflante. Pour
réduire cette équation , oo fera x == ¢*, ¢ &ant tou-
jours le nombre qui a Vunité pour logarithme, &
¥ une nouyelle varable. On aura donc dy==cdu,
& différentiant de nouveau , ea regardant d¥ comme
conflante, ¢*ddu—-c'dur==0, Celt-d-dire ddu==
—du. La fubftitution de ces valeurs dans V'éque-
tion, donnera Pdy"**~4-Qdu" dys ¥~ fe=
diddy. Or u ne f¢ trouvant plus dans cette équa-
tion, on peut y appliquer la méthode du n°. 49-

Suppofons donc dir =1 dy, nous aurons ddu==
dydy-i-gddy; mais ddus=—dut, & du'==77dy";
donc pddy-+dydy==—rqdy's & px conléquent
ddy = = =R gblticwons maintenant

dans I'éguation (:OIW& i-deffus, ces valeurs de du
& de ddy, nous awons Pdy* *'4Qydy =
-—rﬂ--‘ +:_tn+n‘3- -0-(". & dmﬁm Pu.
‘.7. b g d]".Qt.d]=‘-t. -bl.d’__r- -’-ld{’
€équation du premier degré, On surout donc pit, des
le commencement, fuppofer ¥ =<1, & Péqua-
tion quroit éé réduite pac cewe upique fuppolicion.




448 CarLcur INTEGRAL;
ExemrLe

Soit Péguetion 2 adx'dy 4 axdxddy=
axdxdy' -2xxdyddy, dans lajuene dx «ftla
confianze. Je fuppoferai J{mc x==¢/'%’ & parcon-
féquent dx=gdyc/"7, ddx==c/'*’ ,(3;dy'+
gddy-t-dyds); mais dx éramt conftante, jaurat
17dy'4rddyd-dijdy=o0, & ddy==....4:

—yrd gt X
s ; ey Je fubftitue donc dans I'équation
kes valcurs de x & de dx, ce qui me donae 2 erpdy’ 4

aydyddy=23dy' 4-2dyddy, & en mettamt la
valeur de ddy, 2a57d) agdyX.caavenns

(—!tl)t_dtdj ) s=2pdyeadyxeeees

( _“l];— a2 , Ceft-d-dire ap'dy—apdy=
dg e o .2
~— 2dy, ou bien ady= ij{."’tﬁi" & en inté-

gramt ay == — %+-t:'{~‘ Je remcts cafin I8
valeur de 7 donnée par la fuppofition de x==c"“"
cell-i-dire i’=-£-';- , & jai Péquation réduire
sydx'=xxdy'~—axdxdy.

58. Pounr le fecond cas, fuppofons I'équation
canonique Pamdy 1 Qur—rixtd V! =
dx*—'ddx, dans laquelle je fuppofe que dy foi
la conftante, & que P, Q font des fonitions quel~
conqucs de y.

Je fais, comme cideffus, y==¢*, dx==c"du,
ﬂ(x:—.cd.ﬂ. +c*dur. Er apres les fubftitutions,
ja Pdy*+' e Qdwdys—*+' = du"“'d*

du=—"'ddu,
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du='ddu, équation A laquelle on peur appliquec
la méthode du . 49, P\ﬁ que w ne s’_v rouse o7,

Je fuppote donc dus=ydy, & puifgue dy ft
corflante, j'ai Jdu==dgd ly; par conféquent les fubfti-
tutions donnerone Pdy**+' o Q Pay Tt e
T e dmdp, & en Gv.lnt per
dy*, Pdy-+Q'dy==g"~+'dy-+3"7'ds, énia-
ton do premice degré, & qu'on auroit fa riduiie
tout ‘g’un coup, en fuppelaot comme ci-ceflus
Szl ey,

ExeEmdMrPLE

Suit Péquation 2dxdy==addx—3I0x, dams
laquelle dy foir la fluxion conflante. Je ferpoferai
r==o/\7, & par conféquent dx=gdy.c/"’,
dd 5y == f1%r, (ndf-&-;dj’y-&-a‘y:l’); ou plutde
F‘Jifque ddy==0, d dx==el". (3ydy* 4didy)e

sifant donc les fobflitations dans I'équation propo-
{ée, Pavrai 27dy” =aj7dy*+adydy—g7ydy’—
Jd[ydg. & cn divifant par dy, 2piy== 177 dy e
a ;—g;ydj—jd{ , 6quation différenticlle du pre-
micr degré. _
ﬁpeﬁ'er & Pintégration, je divife Péquation

o
P gy —y7, ce qui me donne -;-:J’-=a'l]"“

dy : s d
=~ , ou bien 2
r ‘—J

Ufige de la méchode Cu " 24, jsunai pour inté-

grle — - e e o= 10, J TEITETS
(EE DACE &y

la valour 1::—-,—- & omettant la conflante m

3joutce dans Vintézration , jai Péquation réduire
Ydimmxiy=aiy, e

Pour

— ‘: == ydy; & faifant
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Cet exemple a fervi & faire voir Napplication de l2
méthode; mais on peut réduire équation 2d xdy==
addx—yddx fans recourir 3 toutes ccs opéra-
tions. En effet , on voit d'un coup d'il, qu'en trant-
pofant le terme ydd.x, & écrivant I'équation ainfi:
2dxdy4-yddr=addx, Vintégrale du premiec
membre ¢l ydx—-xdy.

59. Aux médiodes que nous avons données
pour leséquations difiérentio-différentielles, o ancune
des premiens fluxions n'a (ié prife pour conllante,
on pcut ¢n ajouter une autre plus géncrale, & qut
eft applicable & toutes les é uations qui font com-
prifes dans cette formule cancrique 77 + ' da®dlx

‘T‘af-w-;dfu,. od jo fuppolc ; donnés

d'une manidre quelcanque en fonctions de v & de
Pour réduire cette équation, que V'on fixe pour

conftante la ﬁuxion—gl , ¢ étane encore donné
comme on voudra c: fonflions de » & de y, &
gu'on {uppole enfuire —d,:- =dp. Puifque-d-'-’i eft
conflante , on avra en difffrentiant, gddx—

dxd

dxlq=_o. Celtia-dire 4d xy = 7 . ou bien,

en meuant au lieu de 2, fa valeur dp, dix==

dgdp. Que V'on fuppofe Je plus dy==udp; en pre-
nant les fecondes difiérences dans Phypothele de

dp conftante, puilque _‘%’E_ eft égal i la cooftante,

on aura ddye=dudp. Maintenant, fi 'on met dans
I'é uation cavonique, au Licu de dx, dix, dy &
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ddy, ces valeurs ainfi dérerminées, il en réfultera
e .'o‘l“f’.-td

?
w*dudp™ **, qui en divifant par dp™*+', devient

r+|qqlg+£i—{z-=l.dlg ou biel'l r“’=

Ul g™+ . g~
. Intégrant, on aura ——— =
meg= 1

Féquation ¢~ *'¢"dqdp™ +' 4=

it

y™ =1 * e
[yl & par confiquent :—gx

(9""‘+(m+ !).g)-—-;-. Mais u=7';—g-3

d d i
- =d°"=°’z.l=:-(9‘*'+<"'+"-§)"" ’

€quation réduite aux premiéres différences.

60, A I'égard de cette dernidre équarion, il faue
obferver que fi la quantité 7 éroic donnée cn x &
¥+ de manicee quon pit afligner 3 Ia quanteé g,
une valeur aufli en x & y, telle que les indérermi=
nées fullent {éparables, & que I'équation fue
conféquent conftrutible, foir algébriquemant , it
par les qmdramres . on avroir alors la courbe dont
dépend 1'équation difiérentio-différentielie. Et comme
on poarra fouvent afligner 3 g plufiears valeurs qui
foient dans ce cas, on pourra avoir aufli plufieurs
courbes ; & chaque valeur de ¢ fournira une courbe
difiécente ou tranfcendante, ou algébrique, qui fae

tifera } Péquation.
SOi! réqm!ion .JJ“x x+000.00.0..0

tasydedy 4aaxdy) aadyddy.

Enhr:';pmil‘é‘l“‘h“ “"}“}“.‘.""“‘
ij
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xxy
3

m=1, {=

, & par conféquent la réduite

d xx x
cft q‘) = “J (gq-+2z3)%

d
Maintznant, fi 'on prend ¢ ==, on sura —’E;'l —

zady

-’-%J— Vixx4-2g2], elt-i-dire

J
xdxl/{xx—i—zg], dont Tintégrale dépend en
partic de la quadrature de U'hrperbole, & par con-
féquent la courbe eft tranlcendante,

61. Nous avons vu qu'en paflant des premicres
diffiérences aux fecondes , on pouvoit ou ne prendre
sucune fluxion pour conflante, ou regarder comme
telle celle que l'on aimoit Je mieux ; en cherchaat
enfuite ke intégrates dus formules du fecond degeés
on fait comment il convient d'opcrer d'apris les
fuppufitions qui ont éué fuites 3 cet égard ; fuppoli-
tions que nous avons regardées comme conmues

Mais il y & une infiaxté de Problémes gui menent
aux difiérences fecondes, fans que I'on fache quelle
elt la conflunte que renferment hex formvoles qut
mifient de cer Problémes. 1 y a des occafions 0d
Yon ne pear arriver 3 Vexprefion analytique du Pro-
biéme , qu'en recourant & des conflantes; il ¥ €0
a d'aueres ol Véguarion fe forme fans qu'on en

ne ancunc, Il eft bon d'examiner ces deux c5, &
dalligner queique marque cara@ériftique qui les Gl
tingue. ft comme Jes exemples font fouvent piis
wriles que les préceptes , je me propolerai la queftion
fuivame.,

On demande 12 courbe dont Jes 2bfciffes élevées
& quclle puiflance on voudra, foient direCrement
eomme les fecondes différences des ordonnées, &
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réciproquement comme les fecondes différences des
mémes ablcilfes. L'énoncé du Probléme donne cette

dfy
ddx
cete équarion ba*ddx=addy, dans laquelle on
voit les fccondes dififrences tane de Pabicifle que
de l'ordonnée, fans qu'on fache quelle eft la quan-
tité qui a été prife pour conftaste, ni mime sl y
e a quelqnune qui ait éé regardée comme celle,
Ainfi on ne connoit pas 1a voie que I"on doit fuivre,

Pour le cas de I'équation précédente, je dis que
fi I'on paffe des premitres différences aux fecondes,
fans employer aucune conilante, il o'y a aucune
courbe pollible qui fatisfafle au Probleme. St au con-
traite on détermine des conftantes, on wouvera des
courbes , en nombre infini, qui rempliront les con-
ditions demandées , qui feront de difiérente nature,
& qui varient dés que Fon change la conftante que
certaines guellions teent de prendre 3 volontd,

Pour diftinguer Fefpece de ces &quations Fune de
Pautre, on pourra faire ufage de Ja Ormule qu ré-
fultera des cxemples que je vais joindre ici, & qui
fervira dans rous les cas ot Ton ne (era pas aban-
donné pac le Cakul intégral.

Exzmrrre L

proportion, x™: t:a:b, & par conféquent

Soi fée Péquation 1= +*dx"dd s+~ x
it propolée Féquation 7 . :

dy” +1—dy=ddy, Je dis que Ccft unc de ces for-
"“J"-'CS mqg;lc]on peut arriver fans prendre au-
cune quantité comme conflance. La variabie 7 eft
donnce d'une manidre quelconque en ¥ & ¢n .
La démonftration fora auli générale qu'il eft pof

£ble de la rendre, fi 'on prend p«;‘l; gf;nﬂmu la
i
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fluxion —"L » dans laguelle ¢ fera une fon&ion de
x & y combinées comme on voudra, Je fuppole
donc iq:- ==dp, & puifque le premier membre de

cette équation elt conflant, dp o fera aufli; & dx
€rane == ¢dp, fi Yon pafle uux fecondes difiérences,
on aura ddx==dqdp.

Que l'on falle encore dy==udp; prenant les fe-
condes différences dans 'hypothefe de dp conftance,
on aura ddy==dudp. I\{vaimemm fi Tan fubftirue
ces valeurs ainfi déterminées dans I'équation r"m-
cipale, il en réfultera celle~ciz g™ *+'¢"dqdp™ * '+

st e s ==u"dadp”+' & cndiviﬁhtpat

4
&g+, on aura r*-q~49+-.“:.;1‘l‘_=rdu.

équation délivede de I'inconnue p & de fes fondtions.
Que P'on intégre, en fuivant Jes regles qu'on a ex-
pliquées , & fans oublier d'ajowter une con
Lo et d'ou
met 1 g (met=r )+ g

Fon tire u==f.(9"‘:"+gm+g)";". Et puif-
que dy==udp== -'-'-;—f-. apres les fubflirutions con-

£, 0n trouvera

venables, oo aura enfin Péquation réduite & fon é&at
le plos fimple, c'eft-i-dire J ,-_-=_'!:L (g o+

)
gm-—=g)mvi; ce Zu'il falloic trouver.
De cette maniere de procéder , nous pouvons tirer
Izs Corollaires fuivants, -

L. Si Yon détermine la grandeur 7, la derniére
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&uation [c conftruira du moins par les quadrarares;
pourvu que ccla puilfe s'exéeuter, il eft clair qu'il
s aura upe infinité de courbes qui farisferont 3 notre
orinule , & qui changeront de nature & melure que

I fluxion —%1 qui 2 éxé prife pour conftante , chan-

gera de valeur, de manidre que chague valeur de
donnera une nouvelle équation locale , foit a'gé-
ique , foit tranfcendante,

IL. Quoique le changement de la vlewr de g
donne naiffance 3 des courbes différentes, il cft cercain
cependant que fion fuppofe Ja conflantr sjoatée g =0,
on aura toujours P'équation dy=7dx. Dans ¢ ¢z,

¢ .
il wimporte pas quelle foit la différence _vi' G

a &é prife pour conflante; puifque g s'évanouillant,
la varisble ¢ s'évanouit aufls.

HI. Er la cara&ériltique 3 laquelle on peur re-
connoitre qu'on parsient & I'équation priminive (ans
prendre ancune S:xion commz conftae, et que
dans cette fuppofition fon inégrale foit gdx== dy.
En effer , rappellons I'expreiion trouvée ci-defios,

P dxrddz ey dddy =0, &

différentions de nouvesu Tintégrale dx=dy, fans
prendre aucune conftante, pous aurens ¥ dx 4=
d?d:xddy. Si par le moy.n de cos deux _dcr-
nitres équations, on haffe de la formule u:f«:spalc
dabord oy, & enluite dx avec lears fouctwons ,
on trouvers , {"“"u‘x‘ddx-*'{'.lgdr‘l -
P drdday —prdpdsm T =0, dy*ddy —

i,{’n ""-}--{{—JJ" “+1 ,_dedj:r.:o.

tlvo Apids avoi traicé Ia formule Frl'vfritlve comme
v
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on Pa va ci-dellus, & étro parvenu a I'équation

::x ( 9- “+ +
mgeg J= <+ 1l faudeoit paller 3 Minégration; mais
es reflources conaues du Calcol intégral ne per-
mettene pas, dans bien des occafions, d'en venir
& bour; cela dépend des diffirentes valeurs qu'ont
Yexpolant m dans la fraction 7 donnée en » & ¥

& la quantieé -?:- que I'on prend pour conftante.

Mais de quelque manitre que cela foie, aprds avoir
déterming les fuldites valeurs dms une infinité de
cas particuliers, & ¢tre parvenu & I'é juationlacale dela
courb exprimée en termes finis, fi Pon paffe aux pre-
midres difidrences, & enfuite aux fecondas, en 18-

réduite du premier degré dy==

. de
fant toujours 5 conflante, on retrouvera notre

formule principale. Mais i Pon changeoie de conl-
tante, on srriveroit 3 d'autres formules. Je ne m'aré-
terai pas davantage li-deflus; cela paroitra évident
@ ceux qui voudrone revesir fur leurs pas, & fuivre
ks teaces de Vanalyfe en fens contraire.

V. On retrouvera les mémes choles , fi I'on prend

pour conflante la fuxion premidre -Q-;arenfai'

fant le méme calcul que @i d: Tis, & que jomertrai
en faveur de la briéveté , on arcivers 3 1% juarion
séduite dx == . _‘9_(.,:.;.3)7;.7, dans la-
quelle on rcmarqtueta que fa fu;:‘?oﬁtion de gu==0,
redonne aufli 'équation 4 x=-—:—uprim£c par ke

difiitences premiires.
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VI. Si l'on veur quelques limitacions qui fimpli-
fient Péquation, par exewple, fi m==1, j=rx,
& g==x, & qu'on prenne pour conflante ¥ A
comme Cans le Corollaire IV, la formule d;-

d Al
L) (" * ' gmebhgiE o, fe changera en celie-

Gi s dywexdx)/[xx-2¢], qui $neégre analy-
tijuement. Que fi I'on fait ulage de Vexpreflion du

Corollaire V, dx:-f{- --i":-(ng-b—g)'-'% .

que 'on trouve en regudam—?— comme conl-

tante, & que l'on conferve toujours les mémes li-
mirations de m==1, j==xx, g==x; il en réful-
s . xxdx N 00
tera Péquation — - = dy, qui n'elt ineé-
grable que par les logarithmes, & qui doanc par

conféquent une courbe tranfcendante.
11 eft donc évidens qu'on pouvoit arriverd la for-
mule difiércntielle du fecond ordre 3% "dx"d dxt=

% dy" =+ b= dy"ddy, fans prendre avcone difié-

rence pour confiante , & dans cc cas on.a Fin-
tégrale 7dx=m=dy;ou bicn, on y ammyeen prc:am

" x
Four conllantes , par c.urnple. les ﬂuxlons—'- ’

d . -
';’- , & alors on parvient tout de fuite 20x inté-

grales qui ont €é trouvees plus haut dans ces fup-
POflﬁol:g,
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Exzxrre IL

Soic propofée I'équation x*ddx =dJy+dy.
Je dis qu'on ne peut pas parvenir i cetre équation
fans prendre quelque conftante, fi ce n'eft dans le
feul cas 0d P'on auroit m==<— 1, Mertons cette vé-
rieé en évidence,

Premierement je prends 4x comme conftante, ce

. ".d
qui me donne ddx =0, &y

.=J]. & en if-

; dx . dx
tézrant L. o =)o bien o =" Suppofant

e ==7, jai y L.e==L. 7, & par conféquent dy==
-:—. Je fubflitue certe valeur de dy, jaursi

7dx .
===t mals ol ==q; donc dy=dy, & x=
L

g==¢. On a donc %’—zd]. qui eft 'équacion i
la logarithmique.

Secondement, je cherche ce qui arrivera en pre-
nant uae autre conflante, par exemple d y , fuppo-
hition qui donne ddy==o, ?e fuppofe dx==sdy -+
cdy, 5 éant une nouvelle variable, & ¢ une quan-
tité donnde, Paflane asux fecondes différences, j'ai
ddx==dsdy, & les fubftitutions me donnent
A"dsdy==dy*, ou bien xds=dy. Mais dy==

¢
-2, done sdsdecds=x""dx; & cn inté-

i-4-c
x—".*l
—“-"'.

ou bien s+c=V[ e at o cc | Mais

— e 1

grant fans ajouter de conflante, {i-}- ¢f ==
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"=(’+‘)‘J="JV[ '::.' +ee]
dye

donc =dy,
g X
ol el
—

Pexamine enfin fi & logarichmique ne feroit pas
cachée fous cette derniére formule ; 00 I'a déja trou~
vée plus haue dans Phypothefe de dx conftante, &
elle pourroit sufli avoie licu dans la fuppofition de
Tautre conflante dy. Faifant ¢==0, il F.-nt que l'on
a - 3x=m s Z ‘

t cetee €galié, V[ i ] x, ou bien
24"+ == (em 1) x x. Or, cette égalité ne
peut avoir licu que Jorique Ja quantité —m=t-1,
qui fait fonction de codfficient & d'expolant , eft
€zale & 23 ou, ce GQui revient au méme, lorique
Fexpofont mr== — 1.

onc i dans la formule x~ddx==ddy-dy's
on décermine I'expofant m 3 Ia valeur =1, OF FOF°
viendra 3 Péquation différentiellc du fecond degré .
fans regarder aucune différence comme conflante, &

fgn intégrale fera Téquarion de la Jogarithmique
x

—— =dy. Dans tout autre s, on n'arrivera point
3 la méme formuls , fi Y'on ne prend pour conftante
‘l“;kn’unc des grandeurs infinitéfimales du premice
ordre,

ExrnuPLE I1L

Il nous refte 3 propofer pour exemple une équa-
tion difiérentielle de Tautre efpece, 8 laquelle on
ne puiffc pas parvenir {ans alligner quelque conftante.

Kepienons le Probléme propofé ci-deffus : conf-

teuire une courbe dans laquelle telle puiflance gu'on
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voudra de Pabfcifle foit en raifon direfte de la fe-
conde fluxion de Pordonnds, & en raifon inverle
de la feconde fluxion de Uabfciffe.

L'équarion et bx™ddx==addy. Soic feppolé
dx=gqdp, dy=udp; que 'on f.‘frcllcs memes
opérations qu'an premier exemple; que l'on prenne
Ies fecondes diﬂ'ér':mces ddx=?lpdq‘3“dd y=dudp,
& que I'on fubflicue ces valeurs, on aura bx“dg==

adu, & en in:égnntfbx’dq:-cuj:g. Mais

dr
dynsidyui ;maya-",ifqu +

-!;i. Dans ce cas, fi Pon fait g==o0, chaque va-
leur difiérente de fa quantité ¢ donnera une courbe
différente , pourvu cependant qu'on ne fuppofe Eﬂ
Pexpofant w==0; car cetre fuppofition détruit I'hy-
pothefe , & change le Probleme. )

Il en faut dire aurant pour le cas ol Pon prea-

droit pour conftante la fra&ioo—‘z-; d'olt nous

conclurons qu'il n'elt pas pollible ZI’avoir une équa-
tion difffrenticlle du premier degré, qui, différen-
tide de nouveau, fans regarder aucune des Ruxions
comme conflanre, redonne notre formule ; car $il
en exiffoit quelqu’ane, un la trouveroit par la fupe
pofiian de quelqu'une des conltanees ; & Panalyle
vient de nous montrer le contraire.

Proesrenxs I

62. L« raim oftulatevr, cxprime comme on youdra
P le meyen de lordonnece dli la courbe, eian: donné,
groaer ia courbe ?

Lorfque la courbe érant donnée, on & propofe
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de trouver le raion ofculateur, le Probléme ou bien
la méthode que Yon fuit poer le réfoudre, s'appelie
la méthode cireGte des ratons ofculateurs; il en a
&é queltion au cipquieme Chapitre die Caleul diffe-
rencel 3 mais ici, ot le reion ofculateur éant
donné, on demands la courbe & laquelle il appar-
tiene, le Peobléme dont il sagit peut sappelier
le Probléme iverfe des reions ofculateurs. Soit r
Je raion ofculareur que I'on fuppole doené d'une
maniére quelcongue par Fordonnée y de la courbe.
On prendra celle qu'on voudra des formules des
raions ofculateurs, & premiérement pour les cour-
bes rapportées au foyer, par exemple. « oo av el

yds) o hisic:
dudsde—yd.iddy dans Jaquelic dx elt conltonte
& ds eft '@ément dela courbe; & l'on sura Péqua-

H s J“' 2 H dr

-‘m r=drdre —ydzddy " WM(WI@B Ve

dx'g-dy*, & par conféquent dsdds==dyddy, 1
ydyée

caule de dx conllante ), r== Gxiylrmslrids

Pour réduire cette &quation, on fe fervira de la
méthode du n’ 4¢. On fapnofera donc di==pdx,
dise=dndx; & les fubfticurions faites, on sura

' . dy—=yxdp . 24y

t-_-._.’_"'.’il_... ou bien Pey == -
ply==ydp = . PP
& i Von intégre, puifjue 7 et donnéen y,on aura
J sly K s _\’fl?'-‘-d_p‘].
o e Lo Sy TR~
séx yer

donc 1a courbe fera i) o b = b,

&uation réduite sux premitres difiérences, puifgue r

éant donnde ¢o Y, O POUILS [OU]OUIS VO I
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f sz-, du moins d’une maniére tranfcendante.

AU"G jOfU&J‘M- rfa’h "é@lﬂ;oﬂ F==.c0000r ‘.,
ds - in
2t de cette maniere : -'!-:— ==

dxédsd —ydxddy
Fig-% dxds* —ydxddy; enfuite du point B (Fig. 8)
d’olt partent les ordonnées BE de la courbe cher-
chée AEC, je mene BF perpendiculaire & BE, &
terminée par le raion ofculateur EQ; je fuppofe
BF=p, EF=g, & par les formules connues de

la normale & de la fou-normale, yai 93% '
g ydy pdx

7 ISk ou d]"—‘ﬂ-—}—; de plos. la dl'éfeﬂlil'
tion dans hypothife de d.x conftante, donne ddy==
ydpdx——pdndy
b 54
cipale, jai 225 zaxds-—a,ax--p-?-"-f;i’l-s

mats dg5== -3-;-’-; donc A LR mzgqdx—yydp4

r

; & fubflicuant dans Péquation prin-

- 5d ’d
pydy, & (puilque dx = P’). T2 sagqdy+

. ppdy—ypdh. Mais i cavfe de Fangle droir EBF,
. Onapp=gg—yy, & pdp==qdq—ydy; failant

donc la fubftiewtion, on aura -ﬂ;’l-a 2qdy—
744; ou bien en multipliant par y & divifant en-

fuite par gq, ’:J e AU IV 4o Tioe
19
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xds
dx

tigrle et 2L 4 hom 25 s gum 2T

d ..Z"_J.. — de y
e f r Lk Vider 4d)r]

Voici une autre folation encore Flus fimple, a
laquelle on parvient en évitant Jes fecondes difis-
rences.

Soit CED la corde prolongée de l'arc infiniment
petic FC, 3 laquelle BD eft perpendiculaire ; foir
fuppolé BD==p, on aura, d'aprés ce qui a éé die
au n° 126, Chap. V du Calcal différeniel, QE
Ceft-d-dire r== -‘-’;7-’- , & par conféquent L?—s:d'p ’
& en intégrant, puilque r eft donnée en y,. ...
j "’f" <+ k==p; mais d'aprés le méme article déja

T S LU 2Y b,
cité, p= T D ,doncf ~ .i =

gdx
Vidatady '
Soie r=~’b-]/[u+bb]. on aura donc. ..

f-ﬁf;‘_l_._ b ge & intégrant

Viag 48] =T+’
récllement en négligeant la conftante_h pour plus

. 5 _ dx
de ﬁmp('ocué. V[lc-"‘b&) - ‘/(dxhi"]' )~ »

Par conféquent bbd:‘-{-bbdy':nud_s'-i-b&d-:" A
°'°"~5-§rq; bdy==adx, qui cﬂ la fpml.el ansb-
mique du n° 139, méme Chapitre & méme Traité.

Si au lieu du raion QE, on avoit donné le co~
riion HE exprimé en y d'une maniére que! ;
foit appellé Je co-raion 7. Les riangies femblables
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EBD,QEH donnent EB:BD::QE:EH, c'elt-

. d é
d-dire yip=: -‘Ze-‘-:-: 7» & par conféquent 7 == -%:—.

dy dp . dy
OU ~—= wow ——em , dont Pintégrale eft [— 4 b=
i R intégrale ft +

L. p. Sappofons § ==y, nous surons f -i;-’— 4 b=

.f;’., & en imégrant réellement L.y==L. p==

Lo ";-. C’Cn'a'd;m J= "ZE""; mh "-00 o

yiéx . . :
tievadr donc h)/ [dx'=dy* | =mdx,
& par conéquent bdy:dx]/!mm—hh]. (pi-
rale Jogarithmique , qui elt la meme que celle que
nous venons de trouver ci-deffus, lorfque k=4,
& me=)/Taa4-bb).

63. A Tégard des courbes rapportées i l'axe, b
formule du raion ofculateur, en fuppofant dx conf-

dn
- eft ~dxddy

dst
- dxddy

Suppofons dy==qdx, cc qui dome Jdly=2
dgdx} nous surons, aprés avoit faic tes fubltirn-

' " é
(2" +dy H &enmunot—;‘z-.m

3 I'équation fera par confé-

quent r==

tions, re==

—dx dg

K
Liew de dx, r= "’"':,’:’ 17N -
¢ —ad !
L = q'*.&cnmtfgmntf-—g-th=
(rg9) d

emmmm———
Vii+qe4]
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¢ dr.. 4
m, mai3 qaa-&-:-, doanTj:ka

dx
VigsiTg :
{eyy+aa)t
Suppofom r=-—-—;-.—a-—-—; NOUS awronS. .
d d X
f i1azdy ; tkm—m‘-:-_-i—'—.- . L'mtégn-
: (UJ""")] ‘..~ £y .'.
tion réelle de cette équation, en négligeant Ja conle
tante ki, doune 22 .

"eft-3 Vigrwe v riedy ]
Celt-d dire 2ydy=adr, & en inéorant yy=ex
quieltla pongoﬁ:ordinaiw. Voyez ciwivs, 0% 133,
Chap. V, Caicul difereniic’,

, Au lieu du raion, foir donnd le co-raion que
i'appellerai ¢, & dont Ja formule, en fuppofant dx

conflante, eﬁ"“‘j:;L. L'éqﬁm‘on fera donc..
j:::;—d?;w{. Suppofant dy=gdx, dlye=
dgdx, & fubftituant les valeurs de ddy & de dx,

. s d
on aura .f-l_f_fi'_"..,-_-_-;. c'cﬂ—i-dlre LB. .
- g4y L

~—gd (4 '
‘-’".&cn W!—%—ih=-‘oooco'

9
L.}/ 14-¢9); par oii I'on voit que fi Je co-rsion
. e
{ et donné en y, de telle manidre que j-{— faie
une quantité logarithmique , on aura une équation dif-
fémz?:l?e du p.g-:micr degré exprimice <n termes ordi-
Paires, & dans les autres cas, clle contiendrs des
Quantités logarithmiques. G
g
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Suppo‘omg=m Péquation fera. ..

[ttt shm L lirae) Qo

) aay
intézre réellement en négligeant la conftante k, oo
b Y
L e, &
v+ = Vi T F
‘

aura L.

J2 = 28 ’
conféquent e --o-n'Q“ 'on metee
¢ sy
au lieu de ¢ fa valeor, on sura 2ydy==adr, &

en inségrant, y ym=ax, qui eft encore la parabole
ordinaire.

64 Ex fecond lieu, fi le raion ofculatevr ou
le co-raion et dooné comme on voudra par e
moyen de l'sblciffe x, il eft clair que dans ce e
on ne peot pas faire ufage des réduions qu'on 3
employcées pour le cas précédent ; puifqu’on ne pourra
pas avoir les iﬂlégtilafli!- f—-‘-z- fir&qfoot

r » l ?
donndes en x,
Prenant donc la formule du raion ofculateur post

, ¢
les courbes rapportées aux axes, qui ¢ft % .

& dans laquelle dx ft conftante ( car dans les courbes
rapportées au foyer , Je raion ofculateur ou le co-
ralon ne peuvent pas ére donnés par Pablciffe); o0

g
(dx? <=dyv)
dnid «On fuppoferadonc,comme

ci~deflus, dy=gqdx, dd]:g"d:. d)'=gglx"-

SUra rfes




1L Part. Cmar IV. 467

: g ' Jur *
& les fubfitutions donneront r== ULl £ et 3
—dxtdy
-l

- —, & en imégrane. .
(149"
fd.! — ¥ e
— e f == et | &quation réduite aux pre-
(g9 s
mieres différences , puifque r é&ant donné en x, il
fera toujours potlible d'avoir , du moins d'unc ma-

. . d >
nsre tranfcendante, Pintégrale j -':- Si 'on met
dans certe équation la valeur de ¢, elle devient
dr " —dy
5 A= Tliea
Suppofons, par exemple, re=2)/[ 4aa—2ax];
dx
2 ay[esa—2ax]
7 ; &inté réellement, en négli-
Viderridy) B e P
—\/[4a2=2ar]
Mthm‘hmcl. earer e

ra .

c'efl-a-dire e -

t‘ﬂ-ooooooo

nous aurons -

G m=ed ; quarrons les deux membres, &

Vidat 4 dy?)
réduifons au méme dénominateur, AOUs (rouverons
4aadxt —2axds* — 24xdy =0, cell i-dire

dy= V[—'-‘T-f—], qui eft I'équation 3 la cy-

cloide da n*. 142, Chap. V, Caleul diﬁnuid.
Si le co-raion et donné av lieu du raion, NOUS

d'.'::’ .. Nous fuppofecons encore
-—Gsy

d = — . d ‘s dx’o & les
y=gqdx, ddy==lqd=x, ¢y qu ;

Wrons T==
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: Az
fubflicutions nous donneront 3== oo 1 e
—dgde
dz —1 dx
bien E & en intégrant [~—— - h==
t el » f 3

f—-—-e-q—- ; mais Pingégrale du fecond membre cft
L]

un arc de cercle; donc fi le co-raion eft donné de
maniére que f ~— foit aufli un arc de cercle, &

que ces deux arcs foient entr'eux comme nombre
3 nombre, nous aurons Péquation réduite aux pre-
micres différences exprimée en quantitds ordinaires.

Soit ;=3V[zav—.\ x]; Péquation fera

—d3 ’ da
f:v[ux—x:] o |+q; 5 mais Finoégrale

premier membre eft un arc de cercle, qui a pour t20-

il 4 s
Fenie h”: L2 , & celle du fecond eft unare

de cercle, done la tangente eft g; on sura donc
[ux--x:]

q:== =L & par conféquent dy==
dx V[ — ] équauon de 1a méme cycloide:

Pnozz.l:xz IL

65. L& raion o[adacur d'une courbe rapporice
@ux axes, €ant doand dune maniire quelconguc,
grouver la courbe? ~

SiT'on fuppofe conftant I'élément ds de la courbe,
Ia formule du raion ofculateur oft ———— augr ; ainfl on
ddy
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8 Pé&quation r == :‘Z" . Soit appeliée la tangente

de la courbe ¢, & la fou-tangente p; o0 Jura..

-!f’:--z, & difiérentiant dans Phypothéle de ds

l)'lt;-]f!t’dj .C’cﬂ-sd;udd]=
y
é o2y R .
J‘d;d,l’ - ; & la fubﬂitunon donncm r o=
ydxde® ) L i "
—
dy di—dyrds . Mais puifqu’on a p== r -

d 4 é
%’—‘-. on aura encore dxs-ﬁ;l-. ds -...'.:,-l.;
& ces valeurs fubflitudes dans Péquation fupéricure,

tds ¢
la changeront en celle-ci, raTG’-:ﬁ;- ; mais
e/ [te==y7]
p-]/[u_-]]]; done re== “'J:;?‘ , ou
. d2 tdy —ydt
b —— — - .
- r IRAtIT S AR ) )
Le premicr membre de cete dernitre &querion
eft intéarable,, du moins d'une mauire tranfcendante,
puifiue r eft une fonltion de 13 & on fépasera fa-
cilement les indétermindes du fecond . en faifaue
9=£-, as moyea de quoi on aura cette équa-
14
4]
viv—iil
. piés .
St dlﬂ, la formu.le rgm , On avol

pris, au lieu de ¢, la valeur |/{pp-+-y¥ ], oo -
Gz

conflante, di==

tion tris-fimple , —— =
r
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A -
roit trouvé r== Ut /Ll ;&fm[m:—;f-t.

plr—yep
/
on feroit arrivé & I'équation auffi wrds-fimple -;‘- =
dz
137 : p
Les deux quancirds difiérentielles em—im—m— ,
3 L vir—¢1)
I expriment des @éments darcs de cercle;
113

ainfi lorfque Pintézrale / L:~ efl algébrique, ou bien

encore lorfqu’elle dépenc des lozarithmes, ou d'autres
quadratures des degrés fupérieurs, la re€titicarion de
Ja courbe cherchée, & la valeur du rajon ofulateur,
fuppofent fa quadiarurs du corele ; mais au contraire,
Yene & Psutre foue algébiiques, lorfyue Vinégrale

f -‘;—‘- répond i quelque furmule d'arc de cercle.
Reprenons I'une des deux éjuations, par exemple

s feconde ——- e L . Puifque di= 57

’ 3t J

d
-;J-V[pp-l-y]]. & que p=~‘§-.onwuls=

=1

'% I/[ 1437]i cetre valeor mife dans I'équation

rrdy 2
l& r ‘
(r=330v (o =12) PR

d
~:— V[' 111,00 aura avfli ds’, Ot dire dx' 4=
L Ak 1100

donnera dys==

dy - , & par conféquent dx== .‘.‘Z.,
Soit le raion ofculateur donné ra== 1 =f=s3, I'équa-
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> dy ds .
tion e el fe changera en celle-ci,
dr ds 3
o o d'od 'on tire y==1; & par con~
féquent r== 1417 Que I'on fubllitue cette valeur
dans 1'équation d 4
= aTovhro o

dy= V{ff:ttl ; & fi T'on intégre en négligeant
la confhnte.y::]/[x-&-"], d'ot l'on tire §==
V1yy—1) Mais puifque dx== —‘;’-. on aura fi-
nalement dx == &
V=1

cherchée dans 1a fuppofition que T'on 2 faite pouc
le raion ofculateur. Sa conftrution dépend de la

quadrature de I'hyperbole. .
Prenons la formule du raion ofculateur —7'-- =

équation de la courbe

—dyd s

d‘“; :’ <= , dans laquelle sucune des différences
xXL3

weres n'elt conflante; j'écris Péquation de cette

' d ddy dés ds o5 '

J
manitre : d:( Z 7

52 s eﬁLd;-—Ld:qmiofuppofe::
dy ds

ainfi I'éguation devient e i x —’- 3

iy & dy?* Ry peyry N danc dx=

“ Ggiv
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d . /. - e
e l; 428 Or, en fubflicvant cetee valeur;
ds dp -
t 1l
on aura — == ~ T T équation dan: laquelle

les variables fone féparées, & qu'on pourra par con-
féquent incézrer par la mithode qui a éé expliguée.

Prenons la formule du raton ofculateur -!;{. -

'::4%-?_"' dans laquelle dy eft conftante. Je fup-
poferai di=;dy, & par conféquent dds==4:ly;
infi ds  —=dyiy
o r - dide
dy'; d'olt Ton tire dx==dy |/ [gq—1], &
3;[1;14]‘1/[11—1]. l"ai(a{\t cethe fubl{uuo
é —dq

; mais d5? = dx* -+ dyt=

tion, On AU —— == : -
’ v lgg—1]

Soit enfin la formule du raion ofculateur -i:-zs
-: :.“’ » dans laquelle dx eft conflante. On fup-
pofera l=—:':- & par cooféquene dy==.....
"‘"“xdd} . d' d 24 .
rrrat done — = -&”“t by At dy
& dl=dx'dy'=ppdy' iy ; aiofi d: =
ok
3R

On voit par-13 que de qualgue manidre que I'on
4.
opére, lintégrale f -“-'-- fe rapportera toujours ou
i la dirconférence, ou 3 la quadratare du cercle.
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Que !¢ co-raion que j'appellerai u foit donné d'une
manitre quelconque, Je prens une des wois formules
doanées ci-deflus, par exemple celle-ci =

' r

—d
——"L—, danslaquelle dy a & prfe pour conf-

tante, & oil I'ona fuppolé ds==gdy. On a e raion

é

roa ": ; or, cette valeur mife dans la formule
d _a

donne — 4 rmsis drm=gdy, &

o géxy [gq=—1]
dx==dy}/[gg—11]; faifant donc les fubfltiutions,
on aura L .l ; mais i cft donné en s,
u gy —1
donc, &e.
On obfervera ici que de méme que l'intégraie

d
f-T‘- eft &gale & Vexpreflion d'un arc de cercle,
lautre intégrale f —d“i- fe rapporee 3 la quadrature

de Phyperbole, ou, ce qui revient au méme, aux
logarithmes,

66. Ox pourra, par des artifices femblables , ou
peu différents de ceax-ci, réduire aux fecondes
difiérences beaucoup d'équations ou de formules
exprimées avec des différenticlles des wroifieme &
qQuatrieme ordres, ou méme des ordres fupéricurs,
En premier lien, la méchode du n°. 49 s'(rqnd.
avee guclques limitations crpendam. sux équations
difiérentielles des ordres troifieme, quatriéme, cin-
?‘iﬂm . &c: cefta-dire que les équanons du troi=
wme ordre fe rédairont TOUfOUrs AU premicr, pourvu
que Tunc ou Tautre Ges variables finies x, y ne S¥
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trouve pas; 2° que celles du quatritme s’y rédui-
ront pareil'ement, pourvu Que non feulement une
ou l'sutre des varizbles finies x, y, mais qu'encore
Fune ou lauere des premidres fluxions dx, dy, &
Jeurs fooétions refpettives ne paroifient pas dans ces
équations ; §°. que celles du cinquieme fo réduiront
encore au premier, fi les deux varisbles finies y
manquene aufli-bien que les deux premiires diffc-
rences ; 4°. que celles du fixieme s’y réduiront aufli,
s'il y manque encore outre cela Pune ou l'autre des
difiérences fecondes; & ainfi des autres.

Soit I'équation dxd4dy4-dxrddy=dx*4-dy*,
dans laquelle dx a été prife pour conftante. Je fais
a Vordinaire pdx=dy, & par conféquent dpd==
ddy, ddpdx==dddy; & aprés les fubltitutions Ju
dx*ddp 4-dx'dp==dx*dy'y mais dy'=
pldx*; donc ddp4~dxdp=dx*—-p*dx*, t?«\"
tion réduite aux difiirences du fecond ordre. Je fup-
pofe de plus gdx==dp, en regardant toujours 4x
comme conftante ; 'ai par conféquent dgdx=
ddp, & en fubftimant dqdx 4 dpdx==dx*+
prdxt, celt ddire dg 4 dp=dx-p*dx; mas

d od
d.r.-_-..;'_; donc d9+dpﬂ 4: s pPier ‘m

tion réduite aox premidres différences. :

Soit I'équation difiérentielle du quatriéme ordre
d'y4-dx dy—dx ddy=0, dans laquelle dx ft
coullante, Je fais done pd x==dy, & par conléquent
drax=ddy, dapix=2Ly, dpdx==d'y; &
faitane les fubflirutions | je trouve 'p-g-dxddp-—
dx'dp=—=0, équation qui eft préciiément le cas do
Feremple que 1ai conne rlus haut; on a vu com-
ment o tave Lo teavrer; ainfi on la réduira facilement
aux prervires diflcrence:

Je coanonlois depuis long temps la méhode du
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0% 40. qui eft due au Comre Jacques Riccati ; mais
ce n'eft que dcrun peu que le fecond tome des
Mémoires de Ploftitur de Bologne m'érant tombé
entre les mains , 'y ei pris connoiflance de Pexten-
ﬁ?n qu'on 3 dounée 3 cetre méthode, & que je
viens d'expofer, & du fecord Probléme inverfe des
raions ofculateurs. Je fuis fichée de n'avoir pas eu
occafion de lire plutdr ce volume; car me trouvant
i la fin de Pimpreflion de cet Ouvrage, je Wi pas
le temps de faire ufage des favants Mémoires qui
y ont éé inférés parle Pere Vincent Riccati , fils du
Comte de meme nom , & par M. Gabriel Manfredi.
Je me contenterai done de les avoir indiqués 3 mes

Le&eurs , afin qu'ils puiffent y recourir.

67. A¥ANT vu la fufdite extenfion de 1a mé-
thode du n®. 49, je palfe & d'aatces équations & i
e Yiroion pdyddy e pdsrd®

it tion ‘e pdx'diy —
3pd:ddx?¢‘l.y—lp'lx"dd]'.ydam laquelle p eft
donnée d'une manérte quelconque en x & y, & ol
Pon a pris pour conflante I'élément ds de la courbe.
Puifque ds eft conftant, on a dxddxe=—dyddy;
& fubftituant cette valeur de dxddx, on trouve
pdyddy* =pdx*d'y-4-2pdyddy’ —dpdxrddy.
cell-d-dire dpdx’dd;—.:;dyddy‘-&-pd:‘l‘j.ou
blen o ‘i'“' L. . Que l'on mette au

’.

: ? édy
lieu de dyddy {a valeur —dxddx, on aur3
. ses i , & en intégrant par les

— N —
F ‘x ddy
logarithmes, L.p==L.ddy—DL.dx— L. :s‘} ds

étant la conflante; & par conféquent p==--—===,
équation réduite aux fecondes différences.
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Soit Péquation hdgdx — 3hddyddx—
dhdsddx —o0, dans laquelle & eft donnée J’gm
manicre quelconque en x & 7. Prenons P'éguation
Biltice A*d " dd ¥ == une quantité conflante, {m,
n, r éant des expolants inconnus qu'on déterminens
dans la fuite de Vopération ). En différentiant cette
€quation, on trouvera celle-ci: rk™dp'ddy —' didx
nbdd ¥ 43— ddy 4-m k=" dh d " dd¥ =0,
qui divifce par k*—'d p*—'ddx —" fe réduic &
rhdydddx 4 nhddxddy 4 mdhdydd x==0.

¢ dermiére équation comparée terme @ terme
avec la propofée, donne r =1, n==wu 3, m=s—1;
ainfi au liew de Péquation fuppofée A dy'ddx' =

une conflante, on avra la vraic

a4
—

Adyp

conflanre , qui eft intézrale de Jo propofée.

On peut encore parvenir & 1a méme intégration
par Ja voie des logarithmes, Reprenons I'équation
hdydddx —3hdd;ddxr—didydd ¥ = 0; divifons-

. = sddy
h“pu hdzddx, nous aurons - Pl -

5 =0, & en intégrant, L.ddx — L. d¢' —
L. k== un logsrthme conflant, & par conféquent

dix ‘e n
'T‘;—'—ﬂ unc quamtue conliante.

JE finirai ce Traité en donnant cet avis sox
Analylies , qu'ils doivent, dans Ja folution des Pro-,
bicmes , emplover toute leur hab leté, pour faire
duparoitre les lecondes difiérences, & & plus forte
ravon celles des ordres {upérieurs ; on en vient fou-
vent & bout par des adrefies de calcul , & par les
reffcurces que l'analyle fousnit quelquefois , tandis
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gu'on 'y artend le moins. On voit de pareils ar-
tifices employés avec fuccés dans les Probiémes des
courbes élafliques, de la Catenaire, de la Velaire,
dans celui des iopérimitres, & dans beaucoup
dactres donr les folutions fe trouvent dans les Adtes
de Léiphick, & dans d’autres Quvrages favants,
suxquels mes Ledteurs pourront avoir recours, s'ifs
veulent acquérir Vadrelle & la fagacité nécellaires
pour réfoudre les Problémes de ce genre.

F I N.
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%?_—Q!&Maﬂ

ADDITIONS
DE L’EDITEUR.

o ——

ADDITION L

Calcul des quantites aengulaires.

..

I.L’A UTEU R de I'OQuvrage qui précéde n'ayant
pas expliqué, du moins direftement, la méhode
pour difiérentier ou pour intégrer les quantités ol
)l entre des angles, des finus, des cofinus, &c, 08
a cru devoir fuppléer ici 3 ce défout, Un tel fop-
slt‘mcnt cft d’zutant plus indifpenfable que le gente

¢ calcul dont il s'azir, eft trés-fréquemment em~
ployé dans tous les Livres de Marhémarique tranf-

te,

IL N eft démontré dans o Trigonométrie que”
fi Pon nomme y & ¢ deux angles, pour le raion
I, on aura ces Théorémes:

L fin. (y4-¢) s fin. y cofl 7 fin. g col. y,

IL fin, (y—3) == fin. y cof. 7 — fin. g col. .

1L cof. (y=4-7) == cof.y cof. g = fin. y fin. 7.

IV, col.(y—7) a=cof. y col. 7+ fin. y fin. 1.

V. ﬁn.] ol ¢ s fn (41" = fin. (j'—{)..

3

VL cof. y cof, ¢ wm cof, (y=7)4=col.{ y=1) ,
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VIL fin. 'y fia. g e -2 t—al(74¢)

3

finxy

VIIL (o, y cofl y m= ;
IX. cof.y"=—-———'+‘:r"-’ i
e & fin. y* PO a5 2

3

IIL. Imaginons que P'angle y augmente de fa dif-
férentielle dy; il eft clair quon aura d (fin. y)==
fin, (yg=dy;— fin.y, & d{col y)==cofl. (y+dy)—
cof, y. Or (Théor.(lt;‘). fin, (y=dy) == imn. y
cof. dy =4 fin. dy col. y, & ( Théoreme 1L 7,
cof. (y == dy )= cof. y col. dy = fin. y fin. dy. D'un
autre coeé, langle dy érant infiniment perit, on
peur fuppofer dans les deux éguations quon vient
de trouver, fin, dy=dy, col ?- r, comme il
eft clair par la férie ia’ome le finus ou le cofinus
par Pinzle. Par conféquent, on aura, en fubfirvant
& néduiﬁwt. d(fin. y)==dycol y, & afcofl.y)==
~dy fia. y.

IV. Réciproquement, Vintégrale de dy col. y <t
fin. y, & celle de —dy fin. y eft co(.'{;

On aura foin d'ajouter 3 ces intégrales les conl-
tantes convenables. Ici & dans ce qui fuit, jomets

les conflantes, pour abréger.

V. On wouve de méme que in étant un :ﬁ-

cient quelcongue , 'intégrale de dy col. my et —=,

—

* Par ces fores Sexprefficns col. »*, fin. »*, &¢, oo &=
tend le ;c:nédo ¢o¢i::“.’ou du km'.&c. &mr‘“
?ﬂloonkﬁm,&c.aqunéklmg!:.
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celle de — dy fin, my eft — v Car poor r»
mener ce cas au précédent, il ne faur que fuppolis
mys=y, d]a:-i—- fubfituer, puis intézrer.

VL Suivant la Trigonométric, on & tang. y=
fin. ¥

m

1 P 4
= rms— COL =-—-. - gmcc. -
oo e At Ly 5 J

col.y col. y
T})_' Par conféquent, on aura d(tang. y)=
d]col'."‘.-f-llﬁn.v' 2 {J . d (e y) =
dy fin o x4
.-‘!.._).. d(cot. y )= ——-w—-. d ( coléc. y) ==
col ha, y*

)cof'

lm.)‘ *

VIL Réciproquement , Pintégrale de <t

tof]
tang. y; celle dc—~—':—!~ cft fcc.]. celle de

eft cotang. y; celle de .J’ oo T coBc- b2

o, 3
VIHL Par les mémes principes , Dintégrale de
dycol. y fin. y, ou ﬁn.)(‘f(fn y))cﬂ =7

fin.ps

celle de dy cof. y fin. y* et ; celle de

dy cof. y fin, y* eft """ o e 0% e » i
té.,ulc de —d; finycof. y, oucof.] (d(cofy:)

; .
cehe

|
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celle de —dy fin. y cof. 5 ¢l ; &e.
Ea génénl, lintégrale de Ady coly fin. y* it

Alin.y» +
e & celle de — Ady (n. y cof. »* eft

Acof y= +1
SR ————y
Ll o)

IX. Qu'on propofe d'intégrer dy cof. y*, m &ant
un nombre entier pofieit’: je diftingue deux <as; ou
m eft un nombre 1mpair, ou un nombre pair.

Cas I. La différenciclle dont i! s'agir, eft la
méme chofe que dy cof. y cofl y==*, ou dy

co(.;(cof.]‘}:'?l. _—
tier que je norome m. Subltituant 3 la place de colL y*

G valeur 1—[in, y", notre différenticile deviendra
dy cof, y (1—fin.y* )", ou biea en développant,

dy cof. y—ndy cof. y fin.y* — Auia=—13)dycol.yfia.yy

1.3

1) R 3 Y dy cof 3 B2 90
— A(m=1)(r=m1)dy col y 0.7 -+ &c, dont

1.3.3
chaque terme sintégre par I'article piécédent,
Cas IL Lorfque m eft un nombre pair, 1 difié-
rentielle propofée s'intégre, en mettant Gans chaque

cas iculier, a ha de cof. y*, fa valeur
dﬂﬂré:u lers Mg:e de Ymide"rl. Soit , par

.MP"I:G:'IBz: on a ( Théor. IX), cof. y*==
m.&wmfé@um on aura dy cof. y ==
=

coly
4

€25t un nomore en-

'?-4- dy 27 | done Timégrale ek 2=

‘GI’.

4 Hh
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. ' A t=colay\?
Soit m==4: on avra cof. y m(_T_) =2

cof 2 9 ol ays of.
=
1ol a £ all
J=:+m _v+ (AJU;&PWQ“‘
s : o
¢  cof.
féquent dy COCJ"‘:-L;:--}m—’!-‘—?-:J—-‘-. . ein
drcef .. fir, 2 v
e 2., doae liaidgrale eft "': s e -
fin, 47
i

On voit que dans ce ¢as Vimdgrale renferme ?6
arcs de cercle, au liev que dans le premier elic n'en
renferme jamas,

X. Quil faille incégrer dy fin, 3™, m érant wn
nombre entier pofitif : i ce nomibre m eft impairs
on mettra la quantité propofée fous cette forme:

dj ﬁﬁ.](ﬁl.l.")—‘_:::_‘-, ou fous celle-clyoovve
) —— m

dy fio. y(1—col y* )" & alors

ctant

3
un nombre eniier, on sura, en développant, une
fuite de termes dont chacun slintdzare par Pare, VI
Si m eft un nombre pair, Ia wrmale dy fin. 3™
s'intégre , en mettant pour fin, 3 f3 valous donnés
per les Thécrémes de lardicle i!.

XI. Soit & intégrer la quamicé Jy fin. y* coll )%
P & q érant des nombres entiers poficifs, Si \"un de ces
deux nombres feulement et impair, 12 quantité s'in-
tégrera tout de fuite par l'article VI, Car, foit,
parexemple, p un nombre impair: j'éeris la quantité
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propolée, fous certe forme dy fin. y fin, y*=* cof.y?,

ou fous celfe~ci: dy ﬁn.J{ 1~ cor.]‘)'!"o_' cofl»7;
exprelion qui peut erre développée ¢n termes dunt
chacun sineégre par Particle oité, Ii en feroit e
néme, fi ¢ éroit un nombre impair ; car alors la
quantité propofée pourroit étre écrite ainfi,.. ...

d]cof.y(l—ﬁn.]')'—.';':’ﬁn.;’.

Lorfque les nombres p & ¢ fonr tous ler denx
pairs, il faut dévclopper la formule par les 11 lo-
remes de l'article II. Soir, par exemple, p==2,

te—colay

’=2' on aura (MF.X) ﬁ"n}‘: S—— o

3
tecofir ¥

&(Mfom) Oof.]‘t-.—-—-———-—o Donc

3
oy (502 ) (S252)

cof, 354

=t (ool gy) =g e

.
.

4

fi;'_’_; & par conféquent dy fin. y* cof. y* ==

dy dycoflay .y A
- 4 ; , done Pintégrale eft

fion 4y
32 ;
XIL Soit 3 in;égmr-:;;-,;—:jefakﬁn.ymf. &

dy goly
Pr conféquent dy cof. y=di. ~====="0r5" =
L S L e L , dont lintégra’e

L .

l—11 1+ 1= }lhii
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eft -:L.(x-i-f)—{L.(x-g).ou—:L.-;!-:_-—t-'.
t = fin, y

v—-ﬁn) y

On trouvera de méme, en faifant cof, y=7,

.o d —_— 0.
que 'intégrale de = emcmloner s

ou : L.

sy

XIIL $'il éwoit queltion d'intégrer -(-'f'—‘zn—'L ou

col. y

dy cof. ] J .
2227 e intégrales fe trouveroient tout de fuite

fia. y
par les logarithmes ; car il eft clair que ——

col,
~d ( cof. 4

2)_ dont Vintégrale elt — L. cof, y; & que
cofy

dycoly d{ fi y )

. y o e 7
X1V, Propofons - nous maintenant d'ineégree 1
quantité ‘Jcm 27, Je fais Tin. J;ag. & par con-
féquent dy coll y==dy, col. y== /(1 —¢7). D'od

rélulte la transformée ey . Or,

[ Bl

dy fin.y 2

» dont I'ineégrale eft L. fin. 3o

(=30
Cas L Cette diﬂ‘ércmiclle‘}iutégrc fans difficuleé,
lorfque p elt un nombre impair , qual que foit g, ¢0
fafant 1 —g7=uw.

Cas IL S p &ant pair ou impair, ¢ eft impair,

la quanticé ey eft une fraéion rationnelie

F
L (1=~31 ) R
Gei s'intégre par les méchodes que notre Auteur &
données,

Cas 111 Si p éuaat pair, g eft auli pais,
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oo procédera ainfi & I'intégration. Soit, pour abré-
I==1

BTy ————mm=n; & obfervons qulen différentiane
la quantiré $7=*(1—37)~" ", on 2 vne qua-
tion de certe forme (4 & B érant des coéfcients
dOﬁﬂf) ),
) e A O
+ By A1 —gp) = AP (V=1 ) -
AP (= 11) " B dr (1~ 100
d'oi I'on tire ,

z’dt 2 "—.’("—'t‘;—'..’.

A

-1 Le—d
- SR
B—d J (=)’

En continuant & former, tant qu'il eft nécefTaire, ces
€quations anulogues, on trouvera erfin que la quul-
ton o réduie 3 totégrer une quantité de cette forme

1
Ch=23)
Soit , par exzmple, p==2, ¢g=2, & ne=

—; ce qui eft roujours facile,
L’.:'_=:. Alors on sura A==1, B==1; & au

licu d'employer Péquation (M), i faudra employer
immédiarement | éyuation dont elic &érive, Jodlerve

donc que d(‘{(l —n)—:)=lt(!—w—;+

'd é
ht"‘—."i& par confiquent f -L-:- = .
(t—n (1—2¢

Hhyj
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TR D 1o
'on voit que lintégrale elt en partie algébrigue,
en pattie dépendante de 13 quadrature du cercle.

Soit p==4, ¢==2, & n=1 On aur:A=3:
B=!.&l’é¢nﬁon(.\l)dcvkndtaf 2=
(r=—21)
T e e %1 .
Pr—R) _._%f—-—-—:. On intégren
” 2 (1 =37
~—I-L-.-. comme tout-3-Fheure, Ainfi des au-
(=13
tres différenticlles femblables.
y LY . . l’ 29 .
XVL Quon aic A lm&tﬂm, ) 3 ais
ﬁn-_y-—--:—; ce qui donne la transforméees o s
:u"""""lu .

g4 ’
(Ugemt)

analozues 3 celles qui ont é¢ indiquées dans Partick
précédent.

X VI Ineégrer la quantie dg fing]/ (1 4-col.1)!
Sans faire aucune transformazion, onlv/oit que ﬁ;tf'

kraleeﬂ —%(1-{-00(.;)%.

XVIIL Ineégrer 7d3 ]/ (1-4=cof ¢)? Fobferve
e f2del/ (1ol p)==1 fdr)/(14-col )=
J4[@V/ (14 colig). Pour intégrer. v ve -
‘tK(l+tvﬁ ). fuppofons 1-4-cof, 7 ==u; 00

qui s'intégre par des méthodes
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da du :

| d{ T — San a AR,
ho. 3 v it—coliY)
du
v(;"I."_;‘.;‘a&‘tV(l-bcoﬂr)a— .....
"

o= done lineézrale et 2]/ (2=u), o

2}/ (1 —col. ). On intézrera femblablement. .
71/ (1 —cof.7) |

¢ ne m'érendrai pes davanrage fur ce fujet qui
ofite plufieurs variéeés. Les différentielles qui con-
ticnnent d'autres combinaifons d: quantités angu-
Laires, s"intégreront toujours par les memes mé

ADDITION 1L

Remarques fur lintégration des diffépenticlles
du_premier ordre.

L O N n'a pas encore trouvé de méthode générale
pour intéarer une quantité ou équation différeaticlle
elconvue , qui contient pluficars variables & leurs
fcrences, M Agnefi a donaé, relativement 3
cet objer, pluficurs méthodes qui embraffent un
trés - grand nombre de casy & qui confiflent oa
i kiparer les indéeerminées d'une équation propofée,
ou ¥ hei faire fubie, par voic de multiplication ou
de divifion, difiérents changements qui la rendent,
finon intézrable, do moins conftructible au moyen
des guadratures des courbes, Mais notre Auteur n'a
puint indiqué de caratire pour reconnoitre fi une
quantid, telle qu'elle ¢ft propofée immédisement .,
et intégrable ou non; & fi dans le cas ot elle ne
feroie pas, clle pourroit devenir t;lll;, cn la wul-
iv
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tipliant par un fa@eur convenable, Voici ce carac-
tere, d'aprés M. Euler.

H. Soit Pdx-+Qdy une quantité dans laquelle
P & Q font des fondtions de » & de Y- Si coute
quantité cft intégrable, la différentielle de P, prife en
ne faifant varier que y, & divifane par dy. fera égale
& la difiérentielle de Q. prife en ne faifant varies
que ¥, & divilane par dx; propofition quon ex-

o AR A .
Prime amﬁ. —;}—- -—T;-.

En effer, foit ¥ Pintégrale do Pdx4-Qdy, &
par conféquent dVewPdx4-Qdy, 1l eft clair que
Pdx éanc la différence do ¥, prife en ne faifast
que x, & que Qdy éuane la dm’émm de V, prife
en ne fiifant que y, on a, fuivanr la notation md

quée ci-deffus, P == —;-::-. Q== :_V Difféeen-

tiant la premidre de ces équations, en ne faifant v2-
rier que ¥, & divifane par dy; la feconds, en m
Bifant varier que x, & divifant par dx: on aun
eP __ LV Q0  ap diy

Set— N L s e e

dy dxdy ' dx dydx ' dxdy

dev d
« Done £,/ - -‘_Q...,
Eydx dx

€

Par exemple, (ot Ve=.:v: on aura dV==yd x4
xdy, & par conléquent P=y, Q==x, Duac
ip d
""‘;‘-19& TQ‘-==I, quantités ézales,

foit !;=V(xr+2:y); on aura d /==s..,
¥ex+yixxdy :

Virrtixg) » & par conféquent P==. ....

X ey

Q¢=—-—--—-_.: D ..._..dP =
V;"“*")) . V(l:-]-;x)). onge Qy




SverrLétxanNT 439

» d
Z s ? & ‘g = s : ;d’otl lon
V("-i-:;y)r (extpr )t
Yoit Gue S = 92 “
d dx

Il en fenjdeméme r toutes les autres difé-
rentielles complerzes, 3 variables.

IIL, On voit donc par-1 que pour s'affurer fi une
différentielle 3 deux variables eft immédiaterent in-
(ﬁinblc. il feur qu'on ait Péquation de condition

d . -
5 =d—$' Si cette équation n'a pas lieu, & que

Pdx 4 Qdy foit fimplement une guan:iré, cemte
quantité n'aura poirt d'intégrale : telle eft, par exem-
ple, la quantité ydx—xdy. Mais fi on a Pdx 4«
Qdy=o0, & que I'équation T:a—‘ag-.n’a‘upu
liew, on pourra changer l’équaign Plx-:-Qlyeuo
en une autre qui foit une différenticlle completce,
€3 1a multipliant par un facteur convenable, comme

rous Je verrons ci-deffous.

IV, Suppofons que la quantité Pdx+4-Qdy, ou
Péquation Pdx~4 Q4 =0, it immédiatement

intégrable; c'elt 3-dice qulon air I'équation de coa-
dit.on %}-'- = ﬂ- On procédera ainl 3 Tineégra-

dx
tion. Pu:fu'en faifent varier x feu'ement, on a

dV==Pdx, on sura, en inwgrans daos cette fup-
pofition, V== f Pdx--C, C crant uie conflante

qui peut contenir d"une maniére quelconque 2 I.:t:.re
¥ e Pon a prife pour conftante ; de {ure qa'on

sy V== f Pdx <7, Y éant une fonfion de ¥,
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De méme on aura VsandJ-l-X, X éeant une
fonétion de x. Doncdex-l—l’:-dey—i—X.oc
bican.{x—-dey = X~ Y. La quantté

dex —de, fc partagera toujours en deux

parties, dont I'une fera une fon&ion de x feulement,
Pautre une fonétion de y feulement; & par confé-
quent on connoitra X & Y.

V. La pratique de cette méthode peut étre fim-
plinde. Ayam trouvé Fintégrale f Pdx—+Y, ¢fon

Iz éifiérentic en fuifant varier y feulement, & qu'il
provienne Zdy—+dY; on aura Zdy-4-dY==Qdy,

& par conféguent Y=ﬁ Q—2Z)dy. La fon&ionY
eft donc déterminée, & I'intégrale de "équation pro-
polie P‘x+QJ]=o.cﬂdex+Y== une conft.

Ou bien. Ayane trouvé lintégrale f Qdy~+X,
qu'on la diffirentic , en faifunt varier x, & qu'il
vienne Fdx—+-dX; on aura Tdx—4=d X ==Pdx,
& par conféquent X == f ( P=—T) dx. Doi il fuit

gie Pineégrale de Pdx4-Qdy==0,¢fl f Qiy+-X=
une conft,

Appliquons cetre méthode & quelqaes exemples,
Soit P'équarion d:(a:+&y+c)+d}(bx4'
fy=+g) =0, qui doane P==gx~by4-c, Q=
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ap a0 i
brefy=g. On aura 7}-—:5. —c?==‘b. & par

conféquent 1'équation cft immédiatement intézrable,
En regardant y comme conflante, on a de.r:: ’

faxsepebyxmcx, & Zdy=bxdy, (Q—2Z)dy==
dy(fy-+g); & par conféquent Y=L:1- “+= gy

ax

e
>

Ainfi Iintégrale de 'équation ptopo(?c elt

a

On peut parvenir au méme réfulear par le fucond
moyen. Car cn regardant x comme conflante, on

lfQJJ-_-be-Q-ﬁ:L—{-g]; ce qu; donne, en
regardant y comme conflante, Tdx=}ydx. Donc
x==ﬂx(P-—T)lx=ﬁx{¢x+c)= o 4

exyw

-+

¢x. Ainfi Pintégrale elt bx y—!—ﬁ% 2y
¢x ==, comme tout d-heure.

4
S\)it l'@ation dr + ’.' (' e
L)

V(xx=5iy,
4

L

%x___._);:.o,qui doong P= ——ee——
Vixxsyy) VLXX+))
1 x IP
BN e , On aura ——=e e
J JV(-‘;;;"*')J,‘ <)
! -, & "' — o< 4 - 3 ces valeurs
(2xeyy )’ “ (xx=+=25)"

€tanc égales, I'équation efl imméd atement intégrable,
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Enregardant y comme conftante, ona ﬁdx:-.usuﬁ
V/ [xx~yy }); ce qui donne, en regardant x comme

é
* conflante , Zdy = = 4 : =
V(xxdyy)[x=v xx43y)]
g)[\/(xr-o-_y)—-x] dy xdy
IV xxmyy) o 7 JVizx+32) ;
& par conléquent Q — Z s e - o
P qux Q 7 IV (xx=+yy)

- - > "
IV Ty ©.Donc Ya=0; & INintégrale

7
cherchée cft fimplement L. [x <=1/ (x x4 J])) =G

On trouveroir le méme réfulrar par le fecond
moyen.

VIL Soit Pdx—4-Qdy==0, une équarion homogé-
ne; c'efl-3-Cire t:l.'chvy;e X. ¥, d.r.‘qdy forment dans
tous les termes le méme nombre de dimenfions , ks
tuantités conflantes on coéfficients qui peuvent ¢n-
trer dans Péquation écant des nombres abfolus. Eo
fuppofant que cette équation foi immédiatement

L
——

3 .. a0 .
intégrable, on aura A Pordinaire - == 22.. Pour
dy dx

trouver l'intégrale, je fais y ==x7, & par confé-
quent dy==gdx-,xd;. Les fonctions P & Q fe
changent en d'aueres de cette forme, x'Af, a°N,
r érant le nombre de dimenfions de P ou de O,
M & N des fonltions de 7 fans x; & I'équation
Pidx<4 Qdy=0, devient s dx (M7 N) -
d3.x* ¥ N==0. Maintenant, j'intégre en regardant

x feule comme variable, & Yai (M4 N) =C,

L ol |
fans ajouter de fon&ion de 5 car fi on ajouto’t une

telle fontion , eo différentiant, on pe tcouverol
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p2s de terme qui contint x* ' & par conféquent
la dfférentielle ne chincideroit pas avec 'équatina
Max(Ma4-32 N)dy. x* *' N =0, Mctrons duns

Finedgrate = (M 1N) 0 3 e place do .

LR

M, N, Jeurs valeurs —i— : -;-, -—-(f , & nous au-
PrwQr

L o

tegrer les équarions homogénes de 1a forme Pdx-4-

Qdy=o0, il faut fimplement changer dx en x,

‘{J en y, divifer par le nombre n==1 des dimen-

was de chaque terme, & égaler le réfuleat 3 une

conflance.

Par exemple , foit I'équation 2 xydx—=x"dy—

12y'dy=0, qui donne P==2xy, Q=x'—12y",
P d

?)-:.—-.g;.z-aa.r. & qui et par conféquent

intdgrable. Lintégrale fera

rons == C. D'oll I'on voit que pour in.

12y XX y— lzy’-7=
3

C, ou bien x*y 45 =C.

VII. Reprenons Péquation générale Pdx e
dy=o0, P & Q étan: des tonitions
¢ x,de y & de conflantes. Suppofons que cette
€quation ne foit pas immédiatement intégrable , ou

S g e e . 4P 40
Guon n'ait pas 1'équation de condition s i pres

Je multiplie tous les rermes de I'équation Pdx—
Qiy=0, par un factenr K qui foit cenfé la rendre
Nicmsble ; ce qui donne K.Pdx~-K.Qdy=o,
Alors T'équation érane fuppofée intégrable, on aura

4(K.P) HK.0) 37 ) ép
“J = (‘,'Q y Ceft-i-dire K.T -+
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K _ . 4Q X . ep
P'T-K-T"-Q-—d;—. ou bien K.F —

0 iK éX

Ko ._d-;-+p.-:f;-—Q'-7:=°.

Telle ft Péquation de condition d'apris laguelle
Je faéteur K doxt ére déerminé. On n'a point en=
core de mcthode généralc pour exécuter cette opé-
ration dans tous les cas poflibles; mais voici un
moyen qui réullit dans pluficurs occafiene.

l?;cm:z le facteur K €3al a la fonéeion la plus gé-
nérale , d’un degré plus haue que celui de la fonétion
P, avec des codtficienss indéterminés 3 formez aindi
P'équarion de condition . dont nous venons de parler;
& déterminez les codffficients, en égalant 3 2er0
chaque terme de cette meme équation,

Suit, par exemple I'éjuation (ix - ky)dxr-=
(Ix=b=-my-+n)dy=0, dans laquelle P==rx- k),
Q==lxd=my-=n, & qui n'c’t pas immédistement

intégrable , puifqu'on n'a pas -‘3—;— == % Je la mul-

tiplie donc par K, & je feins qu'on ait K==x'-b

bxy-t-cx=key'+fy4gz. L'éuation générale de
J - c);’ f] aQ éq‘:fK ¢ X

condition K':'_;_K'_'"P’T'_Q'—“:'o'

»

i LI dx
deviendra ici

E(xisam xymmic x-i-.‘.-’(_yl-i-cms]-k}g}
-1 —3itl w=fid =—it] ndl apon =0
—i +ial —kel —if) —ig)
Faifant chaque terme égal 3 zero, on aura fix e'qula'

tions du premier degré, qui donneront b == -‘:—T—-—.

nke——nl m nkdnkl——zn:m
S * = D ket U by 7 ey T

=—-—-—:_.?. En fubftitvane ces valeurs dans
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Péqustion Ke=x'-layepex—ey 4fy-+g, on
conmitra K. La queftion eft donc maintenane ¢'in-
Warer Piquation K.Pdx4-K.Qdy =0, qui et
immédiatement irtégrable ; ce qui s'exéeute par la
méthode de Tarticle 1V ou V.

IX. La Théotie précédente Sapplique aux équa-
tions qui comtiennene plus de trois varisbles. Soir,
par exemple, I'équation 3 trois variables Pdy—te
Qdy4-Rdy=0. Si cette équation eft immédiare-
ment intégrable,, on aura ces équations de condition

¢

il O R DR
&y de ° d3 de ° dp d
Vliatégrale de Pdx-4-Q dy-~Rdy; fi Pon rezardoit
{ feule comme conflante, on auroit dV—=Pdx-+4-
Qdy, & -id:— =-%g-; fi Ton regardoit y feuls
comme conflantc, on auroit dV=Pdx <4 Rdg,
& % — %; enfin fi l'on regardoir x feule comme

d

conflante , on auroit d¥e= Q dy + Rdy, & T’;’. -

é ‘
j:-. Donc en faifant varier les trois lettres x, y, 7,

. aP Q 4P R
on -
maura les équations el o 7 -

d
d

7.‘~ =—R-. Ainofi on" connoitra fi Pdx—~4-Qdy-4

Rjt elt in’téguble » en examinane i les équations
done on viene de patler, ont hicu. Enfuite Yinté-
8ration s'effeCtucra par des moyens analogues & ceux
9400 2 employés pour la formule Pdx=4=Qdy.

X. Lorfque Péquation Pdx -+-Qdy—4Rdy =0, et
l“""‘Osém:q;: im:‘r‘\-.‘diaremcnt intégrable, intégrale
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eft P'-:_Q'_’:‘-R' ==C, n=1 étant le nombre
des dimenfions de chague terme. Cela (e démontre
comme larticle VLI, en failant y==xu, == x1,
w & t étant deux nouvelles varsables.

Xl. Lorfque Péquation générale Pdx—4- Qdy -~
Rdg==0, ne fera pas immédiatement intégrable , on
la multipliera par un faeur K qui foit cenfé la rendre
telle ; ce qui donnera des équations de condition
auxquelles il faudra farisfaire pour déterminer K.

Voyez le Calcul intégral de M. Euler, & les Ou-
vrages de M, le Marquis de Condorcet,
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