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0 Et ainsi de suite à l’infini

Qui a inventé le raisonnement par récurrence ? Eh bien
comme d’habitude, je n’en sais rien. On se demande bien
pourquoi je vous raconte autant d’histoires, si c’est pour res-
sasser que je n’ai pas les réponses aux questions les plus na-
turelles.

Pourtant, dans le cas du raisonnement par récurrence, les
choses avaient l’air simples.

1 Blaise Pascal (1623–1662)

Il apparaît pour la première fois dans un texte de Pascal.

2 Traité du triangle arithmétique (1654–1665)

Le Traité du triangle arithmétique. C’est de ce traité que nous
vient l’expression « triangle de Pascal », même si Pascal était
bien conscient de n’être pas le premier.

Pascal l’a écrit avant sa période mystique, après sa corres-
pondance sur les probabilités avec Fermat, à l’automne 1654.
Il n’a été imprimé qu’après la mort de Pascal, en 1665.

On y trouve deux raisonnements par récurrence.
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3 elle est necessairement dans toutes les bases
Le premier est celui-ci.

« Quoi que cette proposition ait une infinité de cas, j’en
donnerai une démontration bien courte, en supposant deux
lemmes.

Le premier, que cette proposition se rencontre dans la seconde
base. (C’est l’initialisation.)

Le second que si cette proposition se trouve dans une base
quelconque, elle se trouvera nécessairement dans la base sui-
vante. (C’est l’hérédité.)

D’où il se voit, qu’elle est nécessairement dans toutes les
bases : car elle est dans la seconde base, par le premier lemme,
donc par le second elle est dans la troisième base, donc dans
la quatrième, et à l’infini. »

Remarquez que Pascal ne fait pas appel à l’axiome de récur-
rence. Et pour cause : il ne sera introduit par Grassmann,
puis Dirichlet et enfin Peano, que dans la seconde moitié du
dix-neuvième siècle.

Pascal se contente d’un argument du type « on voit bien que »,
qui au fond était celui de tous ses prédécesseurs. La nouveauté
est l’expression de l’hérédité : si la proposition est vraie pour
une base quelconque, elle est vraie pour la suivante.

4 d’où il s’ensuit que tous ont cette égalité
La seconde occurrence dans le Traité du triangle arithmétique
est formulée pratiquement dans les mêmes termes.

« La démonstration en sera courte, quoiqu’il y ait une infinité
de cas, par le moyen de ces deux lemmes.

Le premier, qui est évident de lui-même, que dans le premier
triangle, cette égalité se trouve.

Le second que s’il se trouve un triangle arithmétique dans
lequel cette proportion se rencontre, etc., je dis que le triangle
suivant aura la même propriété.

D’où il s’ensuit que tous les triangles arithmétiques ont cette
égalité. Et Pascal d’insister à nouveau sans formaliser le rai-
sonnement : donc par le second Lemme, le suivant l’aura de
même, et partant le suivant encore, et ainsi à l’infini. »

Comme nous allons le voir, les raisonnements du type « et
ainsi de suite jusqu’à l’infini » existent au moins depuis les
Grecs.

S’agissant des Grecs, la première chose à comprendre est que
le nombre entier était avant tout une notion géométrique.



5 Tetractys

Pour Pythagore et ses successeurs, voici ce qu’était le nombre
dix. Un triangle avec une unité, puis deux, puis trois, puis
quatre. En même temps que le nombre dix, ce schéma, ap-
pelé Tetractys, était chargé de tout un tas de connotations
symboliques, allant de l’individu au cosmos.

6 nombres polygonaux
Une des premières notions d’arithmétique qui était enseignée
était celle des nombres polygonaux. Vous voyez ici l’illustra-
tion qui accompagne l’« introduction à l’arithmétique » de
Nicomaque de Gérase. C’est un lointain disciple de Pytha-
gore, six siècles après tout de même.

Comme vous le voyez en haut, on passe d’un nombre trian-
gulaire au suivant. en rajoutant un nombre d’unités égal à
l’ordre. En termes modernes, le n-ième nombre triangulaire
est la somme des n premiers entiers. Que deux fois le n-ième
nombre triangulaire soit égal au nombre rectangulaire n(n+1)
se voit sur une figure : il suffit de ranger les unités convena-
blement.

7 nombres carrés
Voici, pour les nombres carrés, la démonstration d’un autre
successeur de Pythagore, Théon de Smyrne. Non, ce n’est pas
le papa d’Hypatie, c’était trois siècles avant.

Théon de Smyrne montre que les nombres carrés sont somme
des impairs successifs. Il ajoute à chaque carré, ce qu’il appelle
un gnomon. C’est-à-dire l’équerre formée de 3 unités, puis 5,
puis 7 : les impairs consécutifs.

Vous voyez la dernière phrase : « Vient ensuite l’impair 7 qui,
ajouté au carré 9 donne le carré 16, dont la longueur et la
largeur valent 4, et ainsi de suite à l’infini ».

Pas de récurrence là-dedans. La propriété et sa démonstration
sont toutes les deux géométriques.

8 connaissances mathématiques pour la lecture de Platon

Ce qui précède est tiré de ce livre : «Des connaissances mathé-
matiques utiles pour la lecture de Platon ». Théon de Smyrne
y est présenté comme un philosophe platonicien. Il écrivait
tout de même cinq bons siècles après Platon.

Justement, à propos de Platon, voici ce qu’on lit dans un de
ses dialogues, intitulé « Parménide ».



9 Parménide (dialogue)
« – Il faut, pour le contact, au moins deux choses.
– Si entre deux choses il s’en trouve une troisième à la suite
de l’une et de l’autre, il y aura trois choses, mais seulement
deux contacts.
– Et chaque fois qu’on ajoute une chose, s’ajoute un nouveau
contact, et toujours il y a un contact de moins qu’il n’y a de
choses qui se touchent. [. . . ] car on n’ajoute jamais pour une
chose qu’un seul contact. – Fort bien.
– Donc, quel que soit le nombre des choses, le nombre des
contacts sera toujours plus petit d’une unité. »

Vous avez reconnu le vieux problème des intervalles et des
piquets. Si vous regardez bien, la démonstration qu’il y a
un piquet de plus que d’intervalles est une démonstration
par récurrence, parfaitement formée. Il y a l’initialisation au
début, l’hérédité ensuite, et la conclusion : quel que soit le
nombre des choses, le nombre des contacts sera toujours plus
petit d’une unité.

La question est donc : pourquoi ce type de raisonnement n’a-
t-il pas été universellement répandu après Platon ? Il y a deux
éléments de réponse : cela tient d’une part au fait que le « et
ainsi de suite à l’infini », surtout quand il était étayé par
une vision géométrique, satisfaisait tout le monde, et qu’il
en a été ainsi pendant très longtemps. Le deuxième élément
de réponse, c’est le doute que suscite le raisonnement par
induction. Ce doute date d’Aristote.

10 Derniers analytiques
« Or, la démonstration se tire de principes universels, et l’in-
duction de cas particuliers. Mais il est impossible de connaître
les universels autrement que par induction ; c’est par l’induc-
tion, en effet, que sont connues même les choses abstraites
[. . . ] Or, induire est impossible pour qui n’a pas la sensa-
tion ; car la sensation s’applique aux objets particuliers ; et
pour eux, il ne peut y avoir de science. »

L’utilité de l’induction ne fait pas de doute. On va avoir ten-
dance à l’oublier pendant les siècles suivants. Les risques sont
connus également. Ils sont exprimés de façon particulièrement
claire par Sextus Empiricus. C’est un philosophe sceptique et
médecin du second siècle.



11 Les hypotyposes ou institutions pyrrhoniennes
« Je crois que l’on peut encore réfuter facilement la manière
d’argumenter qui se fait par induction. Car ceux qui veulent
ainsi prouver l’universel par les singuliers, ou bien ils le fe-
ront en examinant tous les singuliers, ou bien en en parcou-
rant seulement quelques uns. S’ils n’en suivent que quelques
uns, l’induction ne sera pas solide et certaine, parce qu’il se
pourra faire que quelques uns des singuliers, qui auront été
omis dans l’induction, soient contraires à la proposition uni-
verselle. Que s’ils veulent parcourir tous les singuliers, ils en-
treprendront une chose impossible, les singuliers étant infinis,
et n’étant renfermés dans aucunes bornes. Ainsi quelque parti
que l’on prenne, il arrive que l’induction est chancelante et
peu assurée. »

Les choses vont en rester là, jusqu’au dix-septième siècle, le
siècle du rationalisme, où Francis Bacon relancera le débat.

En attendant, se contenter de vérifier quelques cas, et termi-
ner par « ainsi de suite jusqu’à l’infini » est considéré comme
une méthode parfaitement rigoureuse par tout le monde.
L’exemple vient d’en haut : du modèle même de la rigueur
mathématique, le livre d’enseignement par excellence, les Élé-
ments d’Euclide. Il contient quatre parties d’arithmétique, les
livres sept à dix. Voici quelques exemples d’énoncés.

12 Éléments, Livre IX, Proposition VIII

« Si à partir de l’unité, tant de nombres qu’on voudra
sont successivement proportionnels, le troisième, à partir de
l’unité, sera un carré, et tous ceux qui en laissent un ; le qua-
trième un cube, et tous ceux qui en laissent deux ; le septième
un cube et un carré tout à la fois, et tous ceux qui en laissent
cinq. »

Je vous laisse le soin de transformer ce qui précède en énoncés
rigoureux, et d’en donner les démonstrations par récurrence.

Le résultat d’arithmétique le plus célèbre chez Euclide dit
qu’il y a une infinité de nombres premiers. C’est la proposition
vingt du livre neuf.

13 Éléments, Livre IX, Proposition XX
« Les nombres premiers sont en plus grande quantité que
toute la quantité proposée des nombres premiers.

Soient A, B, Γ les nombres premiers que l’on a proposés ; je
dis que les nombres premiers sont en plus grande quantité
que les nombres A, B, Γ. »

Que n = 3 ne soit qu’un cas particulier et que la démons-
tration vaille pour tout n est une évidence. Il ne viendrait
à l’idée de personne de dire : « soit n un entier quelconque,
considérons n nombres premiers ». D’ailleurs on serait bien
en peine d’une notation pour ces n nombres premiers : les
indices n’apparaîtront que bien plus tard.

Cela n’empêche pas les mathématiciens de faire fonctionner
la recherche par induction, et de deviner des lois générales sur
les premiers entiers.

Voici un verset de l’Aryabhatya, écrite par le mathématicien
et astronome indien Aryabatha, à l’âge de 23 ans.



14 Aryabhatıya (499)
« Le produit continu de trois quantités, c’est-à-dire le nombre
de termes plus un, le même augmenté par le nombre de
termes, et le nombre de termes, divisé par 6, donne la somme
de la série des carrés des nombres naturels.

Le carré de la somme d’une série de nombres naturels donne
la somme de la série des cubes de nombres naturels. »

Donc Aryabhata connaissait la somme des n premiers en-
tiers, des n premiers carrés et des n premiers cubes. Il avait
sans doute deviné les formules générales à partir des premiers
termes, et ne se posait pas la question d’une démonstration.

Du reste Archimède, au troisième siècle avant Jésus-Christ,
manipulait des résultats tout aussi compliqués, avec des dé-
monstrations géométriques.

15 Al-Karajı (953–1029)

On commence à trouver la préoccupation de l’hérédité chez
les mathématiciens arabes, au début du millénaire suivant.
En particulier chez al-Karaji.

16 triangle arithmétique

Il est le premier des Arabes à avoir donné des formules de
récurrence pour les coefficients combinatoires, et avoir dessiné
le triangle arithmétique.

Son successeur et commentateur est as-Samawal. Il est d’as-
cendance juive, et le fils d’un rabbin marocain. Il s’est converti
à l’Islam, au grand dam de sa famille. Il écrit « le brillant en
algèbre », à l’âge de 19 ans. On y trouve la première tentative
de démonstration rigoureuse de la formule du binôme. Il part
de n = 2, démontre rigoureusement le cas n = 3 à partir du
cas n = 2, puis le cas n = 4 à partir de n = 3. Ensuite il dit :



17 Formule du binôme n = 5

«Celui qui a compris ce que nous venons de dire, peut prouver
que pour n’importe quel nombre divisé en deux parties, son
cube-carré est égal à la somme des cubes-carrés de chacune
de ses parties, cinq fois le produit de chacune de ses parties
avec le carré-carré de l’autre, et dix fois le produit du carré
de chacune par le cube de l’autre. Et ainsi de suite en ordre
ascendant. »

Ce n’est pas encore la récurrence telle que nous la connaissons,
c’est toujours le « et ainsi de suite jusqu’à l’infini ».

18 Rabbi Levi ben Gersom (1288–1344)

Le témoin suivant est un rabbin du sud de la France, né à
Bagnols sur Cèze. Il s’est réfugié en Avignon, sous la protec-
tion du pape, pour échapper aux persécutions. Je n’ai aucune
garantie de ressemblance sur ce portrait plutôt patibulaire.

19 Maaseh Hoshev (l’art du calcul) (1321)

Il n’a écrit qu’en hébreu, ce qui n’a pas facilité la diffusion
de sa pensée. Ses œuvres les plus importantes sont des traités
philosophiques et religieux, et particulier des commentaires
d’Averroès, Aristote et Maïmonide.

L’un de ses tout premiers livres est un livre de mathématique,
l’« art du calcul ». On y trouve beaucoup de raisonnements
sur les permutations, les combinaisons et les arrangements,
ce qui est assez original pour l’époque. Voici un extrait.



20 on montre cela plus loin sans fin
« Si le nombre de permutations d’un nombre donné d’objets
différents est égal à un nombre déterminé, alors le nombre
de permutations d’un nombre plus grand de 1, d’objets diffé-
rents, est égal au produit du nombre précédent de permuta-
tions par le nombre suivant celui qui est donné. »

En termes modernes : le cardinal de l’ensemble des permuta-
tions de n + 1 objets est n + 1 fois le cardinal de l’ensemble
des permutations de n objets.

Il donne une démonstration extrêmement détaillée, puis passe
à l’énoncé suivant.

« Par là, on a démontré que le nombre de permutations d’ob-
jets donnés est égal au nombre produit de tous les nombres
de la suite naturelle depuis 1 jusqu’au nombre qui détermine
le nombre d’objets donnés. »

En clair : le nombre des permutations de n objets est facto-
rielle n.

Il doit vous sembler qu’avec l’énoncé précédent, il avait fait
le plus difficile, à savoir établir l’hérédité. Voici comment il
conclut.

« En effet le nombre de permutations de 2 est 2, et cela est
égal à 1.2, le nombre de permutations de 3 est égal à 3.2, qui
est égal à 1.2.3, et l’on montre cela plus loin sans fin. »

21 Francesco Maurolico (1495–1575)

Le suivant sur la liste est un abbé de la ville de Messine, Fran-
cesco Maurolico. Un historien italien avait voulu en faire le
vrai inventeur de la récurrence, un siècle avant Pascal. C’était
aller un peu vite.

22 Arithmeticorum libri duo

Il est l’auteur de ces « deux livres des arithmétiques », pa-
rus post-mortem en 1575, mais écrits une vingtaine d’années
avant.



23 Proposition 13

Regardez la proposition 13. Il y dit que si on ajoute à un carré
l’entier impair du même rang, on obtient le carré suivant.
Pour nous : n2 + 2n + 1 = (n + 1)2. Vous voyez l’illustration
dans la marge, Maurolico prend un exemple qu’il souhaite
convaincant, mais ne fait pas de démonstration.

24 Proposition 15

Regardez maintenant la proposition 15. L’énoncé dit que les
sommes d’entiers impairs à partir de 1 donnent les carrés
consécutifs. À nouveau dans la marge et dans le texte, un cas
particulier est détaillé.

Pourtant, regardez l’encadré bleu : Maurolico est conscient
du fait que appliquer sa proposition 13. . . « jusqu’à l’infini »,
dit-il, démontre son résultat.

25 Claude-Gaspard Bachet de Méziriac (1581–1638)

Voici Bachet de Méziriac, et ses « Problèmes plaisants et dé-
lectables qui se font par les nombres ». En fait un livre d’arith-
métique de bon niveau pour l’époque. Voici un extrait.

26 le moyen de la démonstration est universel

Il souhaite démontrer la commutativité du produit d’un
nombre quelconque de nombres.

Il explique comment passer de trois à quatre, de quatre à cinq,
et enfin de cinq à six. Et il ajoute : « et ainsi toujours, si l’on
en propose d’avantage. Donc, le moyen de la démonstration
est universel, et applicable à toute multitude de nombres ».

Bachet de Méziriac écrit ceci 40 ans avant la publication du
Traité du triangle arithmétique de Pascal. On pourrait se
dire que la méthode de Pascal a changé la manière d’écrire
les démonstrations. Eh bien pas vraiment.



27 John Wallis (1616–1703)

L’Arithmetica Infinitorum de Wallis date de 1656. C’est la
dernière étape importante avant le calcul différentiel. On y
trouve nombre de résultats sur les sommes finies, que l’on
démontrerait de nos jours par récurrence. Wallis ne le fait
pas. Il se contente de la méthode inductive : on vérifie les
premiers pas, et on conclut « ainsi de suite jusqu’à l’infini ».

Trente ans plus tard, dans son Algèbre, Wallis se défend
contre ceux qui lui ont reproché sa méthode de démonstra-
tion. Il y consacre deux chapitres. Il commence par argu-
menter que ses démonstrations sont du même type que celles
d’Archimède. Puis il poursuit :

28 Algebra (1685)

« La plupart des mathématiciens que j’ai vus, après avoir
continué l’induction pendant quelques pas, et ne voyant au-
cune raison de ne pas croire qu’elle continuera ainsi, se satis-
font de cette preuve pour conclure : « et ainsi de suite pour les
puissances suivantes ». Et une telle induction a été considérée
jusqu’à présent comme un argument concluant, par ceux qui
ne s’enrôlent pas parmi les pinailleurs. »

Suivez son regard. Parmi ceux qui se sont enrôlés parmi les
pinailleurs et qui l’ont critiqué, il cite explicitement. . .

29 Pierre de Fermat (1601–1665)

Pierre de Fermat. Il faut dire que c’est un habitué de la paille
dans l’œil du voisin. Pourtant lui aussi n’hésite pas à recourir
à l’induction en arithmétique.



30 de si grandes lumières qui établissent ma pensée
« Je suis quasi persuadé que tous les nombres progressifs aug-
mentés de l’unité, desquels les exposants sont des nombres de
la progression double, sont des nombres premiers, comme

3 , 5 , 17 , 257 , 65537 , 4 294 967 297

et le suivant de 20 lettres, etc. »

Sa conjecture est donc que 2 à la puissance 2n, plus un, est
un nombre premier pour tout n. Il reconnaît à contre-cœur
que ce n’est qu’une conjecture.

« Je n’en ai pas la démonstration exacte, mais j’ai exclu si
grande quantité de diviseurs par démonstrations infaillibles,
et j’ai de si grandes lumières qui établissent ma pensée, que
j’aurais peine à me dédire. »

Le problème c’est que les deux plus grands nombres qu’il cite
lui-même, pour n = 5 et n = 6, ne sont pas des nombres
premiers. C’est Euler qui s’est aperçu que la conjecture était
fausse.

31 Jacques Bernoulli (1654–1705)

Il n’y avait pas que Fermat pour critiquer les démonstrations
de Wallis. Il y avait aussi Jacques Bernoulli. L’année suivant
la parution de l’Algèbre de Wallis, Bernoulli répond aux ar-
guments de Wallis dans les Acta Eruditorum.

En gros Wallis disait qu’il était inutile d’alourdir les démons-
trations, alors qu’il suffisait pour se convaincre de quelques
cas particuliers.

32 Wallisius id sola inductione investigare docet
Bernoulli commence par se plaindre que Wallis ne montre
que la recherche par induction, sans donner de vraies dé-
monstrations. Ensuite, il montre qu’une démonstration par
récurrence, non content d’être plus rigoureuse, est aussi plus
courte.

Inutile de lire le latin pour comprendre l’argumentation. Ber-
noulli prend pour exemple la somme des a premiers entiers, et
démontre l’hérédité : le passage de (a2+a)/2 à (a2+3a+2)/2,
en ajoutant a + 1.

L’air de rien, le fait de désigner la variable entière par une
lettre est un vrai progrès, et une vraie nouveauté, même par
rapport à Pascal. C’est ce qui fait que certains considèrent
Jacques Bernoulli comme le véritable inventeur de la récur-
rence.



33 Récurrence de Cauchy

Tenez en parlant de récurrence, il y en a une qui m’a émer-
veillé quand je l’ai vue pour la première fois.

Disons qu’une propriété est vraie pour n = 1. On démontre
que si elle est vraie pour n, elle est vraie pour 2n. Puis, que
si elle est vraie pour n + 1, alors elle est vraie pour n. La
conclusion est bien qu’elle est vraie pour tout n.

La première utilisation semble bien être due à Cauchy.

34 Augustin Louis Cauchy (1789–1857)

Pensez donc, le père de la rigueur mathématique au dix-
neuvième siècle.

35 Cours d’Analyse de l’Ecole Royale Polytechnique (1821)

En plus, ça vient du « Cours d’Analyse à l’École polytech-
nique », le modèle qui a façonné toute une génération de ma-
thématiciens.

Pas de doute, cela ne peut être qu’irréprochable. Allez : on
regarde ?

36 Soit n le nombre des lettres A, B, C, D, . . .

Voici le théorème.

La moyenne géométrique entre plusieurs nombres A, B, C,
D, . . . est toujours inférieure à leur moyenne arithmétique.

Ah bon ? A, B, C, D ? Pas de « quel que soit n » ? Ben non.
Soit n le nombre des lettres A, B, C, D.

Qui a osé dire n = 4 ? Vous me copierez 100 fois « Cauchy est
le plus grand mathématicien français ».



37 en prenant successivement n = 4, n = 8, &c. . .

Continuons. Il n’y a pas de passage de n à 2n, juste l’affir-
mation de la propriété pour 2n. Démontrée par récurrence ?
Que nenni ! Démontrée par la bonne vieille méthode du « et
cetera point, point, point ».

38 on désignera par 2m un terme supérieur à n

Enfin le passage arrière de n+ 1 à n ? Ben non. On part de la
propriété pour 2m pour passer à un n quelconque, toujours
avec des « point, point, point ».

39 références

S’il y a bien une chose que je ne souhaite pas, c’est que vous
m’enrôliez parmi les pinailleurs.

Mais quand même, juste pour le plaisir, essayez d’écrire la
démonstration de Cauchy sans « point, point, point », vous
verrez, elle est vraiment splendide.
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