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0 Dialogue de sourds
Le sujet du jour, c’est la réduction des matrices ou des en-
domorphismes, c’est-à-dire les valeurs propres et vecteurs
propres.

Nous les voyons comme faisant partie de la théorie des ma-
trices et donc de l’algèbre linéaire, mais c’est uniquement à
cause de la formation que nous avons reçue, qui elle-même
est la conséquence d’une récriture récente de cette partie des
mathématiques.

Les premiers à avoir calculé des valeurs propres auraient été
bien surpris qu’on leur parle de matrices ou d’espace vectoriel,
qui n’existaient pas de leur temps. Cela ne les a pas empêché
d’introduire, comme astuce de calcul ou pour rendre compte
d’une réalité physique, des coefficients que nous reconnaissons
maintenant comme des valeurs propres de matrices.

1 Les coniques d’Apollonius (ca 200 av. J.C.)

Vous vous rendez compte, cela fait plus de deux millénaires
que l’on manipule des ellipses, des hyperboles et des para-
boles. Après Euclide et Archimède, Apollonius est sans doute
l’auteur grec qui a été le plus étudié, traduit et commenté.

2 Les coniques d’Apollonius (ca 200 av. J.C.)

On n’a pas attendu l’algèbre linéaire pour remarquer que dans
une ellipse ou une hyperbole, deux axes orthogonaux jouent
un rôle particulier. Pour une ellipse, on les appelle le grand
axe et le petit axe.
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3 La géométrie (1637)

Dès l’invention des coordonnées, Descartes, et aussi Fermat
après lui, se sont rendu compte que si on choisissait pour
origine le centre de l’ellipse, et pour axes de coordonnées le
grand axe et le petit axe, alors l’équation de l’ellipse prenait
sa forme la plus simple possible.

Mais évidemment, il n’était pas question de parler de forme
quadratique, encore moins de valeurs propres ou d’axes prin-
cipaux.

4 Expédition de Laponie (1736-1737)

Le passage à la dimension trois au dix-huitième siècle était
d’autant plus naturel que la grande question d’alors était la
forme de la Terre, dont Newton avait prédit qu’elle était un
ellipsoïde aplati au pôle.

Le triomphe de Maupertuis avait été de ramener de Laponie
la vérification expérimentale. La Terre était bien aplatie au
pôle.

5 Axes principaux d’inertie

Passer d’un ellipsoïde à un corps quelconque n’était pas
évident. C’est Euler qui le premier a reconnu qu’on pouvait
trouver pour n’importe quel corps solide trois axes de rota-
tion privilégiés : les axes principaux d’inertie. Étonnamment,
le domaine d’application d’Euler n’était pas l’aéronautique,
. . .



6 Construction et manœuvre des vaisseaux (1776)
C’était la marine. La construction navale l’a préoccupé pen-
dant l’essentiel de sa carrière ; depuis le sujet de son premier
concours à l’Académie des sciences de Paris en 1727, jusqu’au
livre dont cette figure est extraite, cinquante ans plus tard :
« Théorie complète de la construction et de la manœuvre des
vaisseaux ».

Comme c’était Euler, sa réflexion sur les navires a produit
une théorie complète du mouvement des corps solides, avec
une formalisation de ce mouvement sous forme d’une transla-
tion et d’une rotation instantanées, l’écriture de l’inertie par
rapport à un axe quelconque comme une forme quadratique,
et finalement la décomposition spectrale du tenseur d’inertie
le long de ses axes principaux.

Oui mais ceci est la vision moderne, donc complètement ana-
chronique. Pour Euler, il n’était pas question ni de tenseur ni
de matrice d’inertie, encore moins d’une décomposition spec-
trale.

7 Traité de dynamique (1743)
Une dizaine d’années avant qu’Euler ne publie sa décou-
verte des axes principaux d’inertie, d’Alembert avait écrit son
« Traité de dynamique », qui a fait date dans l’histoire de la
mécanique.

Newton dans les Principia naturalis avait superbement expli-
qué le mouvement d’une planète autour du soleil, par l’at-
traction universelle. Mais il s’était aussi montré conscient de
la difficulté qu’il y avait à résoudre ses équations pour trois
corps ou plus, interagissant deux à deux.

Du haut de ses vingt-six ans, d’Alembert annonce comme
vous le voyez « un principe général pour trouver le Mouve-
ment de plusieurs corps qui agissent les uns sur les autres
d’une manière quelconque ». Le principe général en question
consiste à faire un développement limité, pour négliger froide-
ment les termes d’ordre supérieur à un, et se ramener à ce que
nous appelons un système linéaire à coefficients constants.

Et là, comme en passant, d’Alembert donne une astuce pro-
mise à un bel avenir.

8 pour intégrer ces équations,. . .

Vous le voyez, d’Alembert multiplie la première de ses deux
équations linéaires par α, la seconde par ν pour les ajou-
ter ensemble ; α et ν sont deux nombres indéterminés. Il fait
en sorte, dit-il, que (2α − 2ν)x + (−α + 2ν)y soit un mul-
tiple de αx + νy. En clair, d’Alembert effectue un change-
ment de variable qui diagonalise son système linéaire, pour
se ramener à deux équations indépendantes. Bien sûr, l’as-
tuce de d’Alembert revient à calculer les valeurs propres et
les vecteurs propres de la matrice du système, mais il n’est
pas question de l’exprimer ainsi.



9 Giuseppe Luigi Lagrange (1736–1813)
L’astuce de d’Alembert avait été remarquée, en particulier
par Lagrange. Il écrit en 1766 un mémoire contenant sa « so-
lution de différents problèmes de calcul intégral ». Les appli-
cations sont variées : mécanique des fluides, cordes vibrantes,
et bien sûr mouvement des planètes. Dans chacun des cas, la
résolution consiste à se ramener par approximation à un sys-
tème différentiel linéaire, puis à le diagonaliser en calculant
ses vecteurs propres.

Voici par exemple comment il exprime la stabilité d’un point
fixe dans un système différentiel. En vocabulaire moderne,
il commence par se ramener au système d’ordre 1 dont la
matrice est le jacobien, puis il calcule son polynôme caracté-
ristique et écrit l’équation P = 0. Il dit alors :

10 l’état d’équilibre d’un système quelconque
« Si toutes les racines de cette équation sont réelles négatives
et inégales, l’état d’équilibre sera stable en général, quel que
soit le dérangement initial du système. »

Ce sont bien des conditions de stabilité d’un point fixe en
fonction des valeurs propres du jacobien. Mais pourquoi donc
introduit-il cette restriction des racines inégales ?

Lagrange est quelqu’un de prudent. Déjà d’Alembert avait
remarqué que son astuce posait problème quand l’équation
caractéristique avait des racines multiples : la diagonalisation
pouvait ne pas fonctionner. Il s’en était tiré en invoquant des
perturbations infiniment petites de l’équation qui rendraient
toutes les racines distinctes.

Mais pour Lagrange, cela ne suffit pas. Il préfère n’affirmer
que ce qu’il sait vrai. En l’occurrence, sa prudence exces-
sive est à l’origine d’une erreur qui va durer pratiquement un
siècle. Lagrange donne l’impression de confondre quelque peu
condition nécessaire et condition suffisante.

11 toutes réelles négatives & inégales
Il faudra, dit-il, que les racines de l’équation P = 0 soient
toutes réelles négatives et inégales, auquel cas, etc.

Et comme le monde est bien fait, il ne peut pas en être au-
trement. Il dit plus loin :

« Au reste quoiqu’il soit difficile, peut-être impossible, de dé-
terminer en général les racines de l’équation P = 0, on peut
cependant s’assurer, par la nature même du problème, que
ces racines sont nécessairement toutes réelles inégales et né-
gatives ; car sans cela, les valeurs des variables pourraient
croître à l’infini, ce qui serait absurde. »

Cette démonstration par la physique sera reprise par les suc-
cesseurs de Lagrange, à commencer par Laplace.



12 Pierre-Simon Laplace (1749–1827)

La mécanique céleste est le sujet de prédilection de Laplace,
pendant la plus grande partie de sa vie. Il écrit ses pre-
mières « Recherches sur le calcul intégral et sur le système du
monde », à seulement 23 ans, et il connaît parfaitement l’en-
jeu de ces recherches : rien de moins que l’équilibre du système
solaire en entier, et non plus limité à l’équilibre Terre-Lune,
ou Saturne-Jupiter comme chez Lagrange.

Il revient sur le sujet en 1789.

13 que des racines réelles et inégales

« Par conséquent, il importe de s’assurer que les valeurs de
f ne peuvent être ni égales ni imaginaires. Cette recherche
paraît supposer la connaissance des masses des planètes qui
entrent dans les coefficients de l’équation en f ; mais il est
très remarquable que, quelles que soient ces masses, pourvu
qu’elles se meuvent toutes dans le même sens, l’équation en
f ne peut avoir que des racines réelles et inégales. »

Donc le système solaire est stable ! Nous voilà soulagés, mais
le problème reste entier : comment être sûr qu’un système
donné sera diagonalisable ?

14 Augustin Louis Cauchy (1789–1857)

Voici Cauchy dans les années 1820. Il est le premier à unifier
différentes notions qui jusque là étaient dispersées. C’est à lui
que l’on doit le premier énoncé général du théorème spectral.
Étant donnée une matrice symétrique, alors non seulement
ses valeurs propres sont réelles, mais encore elle est diagona-
lisable.

15 Mémoire sur l’équation qui a pour racines. . . (1826)

Le théorème est énoncé pour la première fois dans ce mé-
moire lu le 20 novembre 1826 : « Sur l’équation qui a pour
racines les moments d’inertie principaux d’un corps solide, et
sur diverses équations du même genre. »

En fait Cauchy énonce deux théorèmes. Voici le premier.



16 une équation dont toutes les racines sont réelles
« Si l’on nomme s la somme des carrés de n variables in-
dépendantes x, y, z, u . . ., et r une fonction homogène du
second degré, composée avec ces mêmes variables, et si l’on
cherche les valeurs maximum ou minimum du rapport r sur
s, la détermination de ces valeurs dépendra d’une équation
du n-ième degré dont toutes les racines sont réelles. »

Une fonction homogène du second degré, c’est un polynôme
de degré 2 en les variables, une forme quadratique si vous
voulez. Cauchy donne la forme variationnelle du résultat, et il
la relie au problème des axes principaux d’inertie d’Euler. Que
les axes principaux existent pour toute matrice symétrique,
quelle que soit la dimension, Cauchy le dit comme suit.

17 une fonction qui renferme seulement les carrés

« Étant donnée une fonction homogène du second degré de
plusieurs variables, on peut toujours leur substituer d’autres
variables, liées aux premières par des équations linéaires tel-
lement choisies que la somme des carrés des premiè§res soit
équivalente à la somme des carrés des secondes, et que la
fonction donnée de x, y, z, . . . se transforme en une fonction
de ξ, η, ζ . . ., homogène et du second degré, mais qui renferme
seulement les carrés de ces dernières variables. »

Traduisez : il existe une application linéaire préservant la
norme, c’est-à-dire une transformation orthogonale, qui dia-
gonalise la forme quadratique.

18 Sur l’équation à l’aide de laquelle. . . (1829)

Cauchy est parfaitement conscient de la généralité de son ré-
sultat. Trois ans plus tard il le recycle dans ses exercices ma-
thématiques. Il reprend exactement les mêmes énoncés, mais
l’application invoquée est la détermination du mouvement des
planètes, le problème de Lagrange et Laplace. Cette fois-ci, il
donne tout de même une démonstration.

19 Urbain Le Verrier (1811–1877)

Stable ou pas, la question du système solaire reste en suspens,
tant que personne ne fait effectivement le calcul des valeurs
propres. Oui, mais des planètes il y en a sept, et il faut tout
de même un certain courage pour diagonaliser un système de
sept équations à sept inconnues.

Du courage, Urbain Le Verrier n’en manque pas. Dans son
premier mémoire à l’Académie des sciences, il attaque le pro-
blème de front.



20 Sur les variations séculaires. . . (1839)

Mémoire sur les variations séculaires des éléments des orbites,
pour les sept planètes principales, Mercure, Vénus, la Terre,
Mars, Jupiter, Saturne et Uranus.

21 Le Verrier découvrant la planète Neptune

Comment ? il ne compte pas Neptune ? Eh bien non juste-
ment : il ne l’a pas encore « vue au bout de sa plume » comme
a dit Arago.

Quand on voit l’article de 1839, on s’étonne un peu moins des
1300 pages de calculs serrés qui ont conduit à la découverte
de Neptune sept ans plus tard.

Quant aux raisons pour lesquelles ce magnifique projet de
fresque commémorant l’exploit, n’a jamais vu le jour, ne faites
pas les étonnés, je vous ai déjà parlé de la gestion humaine
de Le Verrier à la direction de l’observatoire. Non ? Ah bon,
peut-être pas encore.

22 Sur les variations séculaires. . . (1839)
Revenons à l’article de 1839.

Ceci est le système de sept équations à sept inconnues dont il
cherche les valeurs propres. Comme je ne doute pas que vous
y atteliez aussitôt, je vous ai marqué les termes diagonaux en
bleu, histoire de faciliter le travail.

Oui, c’était un bel effort de la part de Le Verrier. Le problème
est qu’il était parfaitement vain. On ne saura que plus tard
que l’approximation à l’ordre un de d’Alembert, Lagrange et
Laplace, n’était absolument pas justifiée, et il faudra attendre
Poincaré, à la fin du siècle, pour comprendre un peu mieux,
non pas la stabilité du système solaire, mais juste pourquoi
le problème est si compliqué.



23 Karl Weierstrass (1815–1897)
Et la théorie de la diagonalisation ? Les choses en étaient res-
tées à peu près au même point depuis les articles de Cauchy.

En 1858, Weierstrass reprend la question de la diagonalisation
dans le cas général.

Le problème, dit-il, n’est pas encore résolu dans les circons-
tances exceptionnelles où les racines de l’équation ne sont pas
différentes l’une de l’autre, la difficulté qui se présente alors
aurait déjà dû être éclaircie et je propose de l’examiner at-
tentivement plus en détail.

Comme vous le voyez dans le titre, il parle de fonctions homo-
gènes du second degré, mais toujours pas de matrices. Pour-
tant en 1858, Sylvester a déjà baptisé l’objet, et Cayley publie
son article, considéré comme fondateur de la théorie.

24 Leopold Kronecker (1823–1891)

Une dizaine d’années, et quelques articles plus tard, par
Weierstrass lui-même, et aussi par Leopold Kronecker, la
théorie de la réduction des formes bilinéaires est complète.

Tout au moins à Berlin ; parce qu’à Paris, quelqu’un ne l’en-
tend pas de cette oreille.

25 Camille Jordan (1838–1922)

Ce quelqu’un, c’est Camille Jordan. Son « Traité des substi-
tutions et des équations algébriques » a beaucoup contribué
à faire connaître la théorie de Galois et on peut considérer
qu’il a lancé la théorie des groupes, au moins en France.



26 Traité des substitutions (1870)
Dans cet énorme ouvrage de 700 pages, environ 70 sont consa-
crées aux substitutions linéaires. On y trouve en particulier
ce théorème. C’est ce que nous appelons la décomposition de
Jordan pour une matrice.

Remarquez deux choses. D’une part il s’agit d’entiers mo-
dulo p, c’est-à-dire que Jordan présente un résultat d’arith-
métique, dans la lignée des Disquisitiones Arithmeticae de
Gauss. D’autre part, il n’est toujours pas question de ma-
trices.

Oui mais voilà, la décomposition de Jordan n’était pas vérita-
blement nouvelle, puisqu’elle avait déjà été écrite par Weiers-
trass et Kronecker.

Alors, il n’était peut-être pas indispensable, quatre ans plus
tard, d’en remettre une couche, sur un ton aussi polémique.

27 Mémoire sur les formes bilinéaires (1874)

« Le premier de ces problèmes n’a pas encore été abordé à
notre connaissance ; le deuxième a déjà été traité (dans le
cas où n est pair), par M. Kronecker, et le troisième par M.
Weierstrass ; mais les solutions données par les éminents géo-
mètres de Berlin sont incomplètes, en ce qu’ils ont laissé de
côté certains cas exceptionnels, qui ne manquent pas d’inté-
rêt. Leur analyse est en outre assez difficile à suivre, surtout
celle de M. Weierstrass. »

Allons bon, mais quelle mouche a donc piqué Jordan ?

28 Capitulation de Sedan (2 septembre 1870)
L’explication évidente pourrait être que l’humiliation de la
France à Sedan n’est pas complètement étrangère à la frus-
tration que les Français éprouvent vis-à-vis de Berlin. Mais en
l’occurrence, il ne semble pas que les arguments nationalistes
soient entrés en ligne de compte. Jordan n’avait pas vraiment
compris les articles de Weierstrass et Kronecker, et il avait du
mal à le reconnaître.

Toujours est-il que les éminents géomètres de Berlin n’appré-
cient pas l’attaque de Jordan. Si Weierstrass refuse d’entrer
dans la polémique, Kronecker, lui, se fend d’une réponse bien
sentie, en français, publiée dans les comptes-rendus de l’Aca-
démie des sciences de Paris.



29 Sur les faisceaux de formes quadratiques (1874)
« [. . . ] dans le mémoire de M. Jordan sur les formes bili-
néaires, la solution du premier problème n’est pas véritable-
ment nouvelle ; la solution du deuxième est manquée, et celle
du troisième n’est pas suffisamment établie. Ajoutons qu’en
réalité ce troisième problème embrasse les deux autres comme
cas particuliers, et que sa solution complète résulte du travail
de M. Weierstrass de 1868, et se déduit aussi de mes addi-
tions à ce travail. Il y a donc, si je ne me trompe, de sérieux
motifs pour contester à M. Jordan l’invention première de ces
résultats, en tant qu’ils sont corrects. »

Voilà qui est envoyé. Évidemment Jordan se plaint amère-
ment, et le dialogue de sourds s’engage. Par communications
privées et articles publics, il dure pratiquement toute l’année
1874. Et ce n’est pas vraiment une bonne nouvelle pour Jor-
dan, parce que justement, début 1875 une place est vacante
à l’Académie des sciences.

30 Charles Hermite (1822–1901)

Or pour être élu à cette place vacante, il faut obtenir l’aval
de Hermite, qui pour tout un tas de raisons est devenu in-
contournable comme on dit de nos jours. Tenez, je ne vous
donne qu’une de ces raisons. La place que convoite Jordan,
vient d’être libérée par Joseph Bertrand, qui a été élu se-
crétaire perpétuel. Et Joseph Bertrand est le beau-frère de
Hermite, c’est vous dire.

Oui mais voilà, Hermite aime bien Kronecker,. . . et puis Jor-
dan exprime ses angoisses de manière un peu trop pressante.

31 Lettre de Jordan à Hermite (2 décembre 1874)

« Je n’ai pas pu encore obtenir un soutien d’aucun des
membres de la section auxquels je me suis adressé, bien qu’ils
déclarent tous qu’ils ne sont pas au courant de mes titres.
Enfin j’apprends que l’on commence à dire ça et là que mes
travaux sont inintelligibles, et n’ont sans doute pas la por-
tée qu’on leur attribue. Vous m’avouerez qu’une semblable
condamnation sans examen serait un procédé trop commode
pour se débarrasser d’un candidat. Permettez-moi donc de
faire appel à votre bienveillante équité. »

La réponse de Hermite est cinglante.



32 Réponse de Hermite à Jordan (décembre 1874)
« Monsieur,

L’étude de vos travaux est tellement difficile et tellement
pénible que mes devoirs présents me la rendent impossible.
Votre mise en demeure de l’entreprendre cependant, sur le
champ, m’oblige à vous déclarer que si vous récidivez à me
la faire parvenir par ceux de vos amis qui sont membres de
l’Académie, j’y réponds en envoyant immédiatement ma dé-
mission de membre de l’Institut. »

Ouïlle, ça fait mal ! Oh, ne vous inquiétez pas trop pour Jor-
dan, six ans plus tard, Hermite se fend d’une belle lettre à
Saint-Venant, son collègue à l’Académie pour la section de
mécanique.

33 Lettre de Hermite à Saint-Venant (30 mars 1881)
« Mon cher confrère,

La section de géométrie tout entière me donne mission de vous
exprimer combien elle serait heureuse, si vous acceptiez la
présentation qu’elle a faite à l’Académie de M. Camille Jordan
en première ligne comme candidat à la place actuellement
vacante, que vous voulussiez bien lui accorder votre suffrage. »

Eh bien voilà, c’était pas la peine de s’énerver ! À partir de
son élection à l’Académie en 1881, et plus encore après avoir
pris la direction du journal de Liouville, Jordan occupe dans
les mathématiques françaises une place prépondérante. Tout
comme celle qu’occupe Kronecker en Allemagne : lui a pris la
direction du journal de Crelle.

Donc tout est bien qui finit bien ? Pour les protagonistes, c’est
vrai. Mais les mathématiques en tant que discipline, ont-elle
la même importance qu’avant ? Pas forcément, si on en croit
l’oncle maternel de Jordan, le frère de sa mère.

34 Camille Jordan (1858)

Il s’appelle Pierre Puvis de Chavannes. Il a peint ce magni-
fique portrait de Jordan à l’âge de 20 ans. Dans les années
1880, c’est un peintre reconnu, et les commandes officielles
affluent.



35 Le bois sacré (1885)

Au moment où son neveu prend la direction du journal de
Liouville, Puvis de Chavannes peint cette immense fresque
dans le grand amphithéâtre de la Sorbonne. Il s’agit d’une
allégorie. La Sorbonne assise au centre, est entourée par les
arts, les lettres et les sciences.

36 Le bois sacré (sciences) (1885)
Les sciences sont à droite de la fresque. Dans les propres mots
de l’auteur, « on y voit la Botanique avec sa gerbe de plantes ;
la Géologie appuyée sur un fossile ; les deux Génies de la Phy-
siologie tenant l’un un flacon, l’autre un scalpel ; la Physique
entrouvrant ses voiles devant un essaim de jeunes gens qui
se vouent a son culte en lui offrant comme prémices de leurs
travaux la flamme de l’électricité ; à l’ombre d’un bosquet, la
Géométrie, figurée par un groupe absorbé dans la recherche
d’un problème. »

Appréciez la place marginale des mathématiques, qui non
seulement se trouvent reléguées à l’extrême droite de la
fresque, mais qui surtout sont figurées par de la géométrie
à la Euclide. Comme s’il n’y avait en mathématiques rien
de moderne, rien de spectaculaire, comparable à l’électricité
pour la physique.

À propos, faites-moi penser à vous raconter pourquoi Nobel
a oublié les mathématiques dans son testament. Vous dites ?
C’est déjà fait ? Ah oui, c’est vrai.



37 références
Je vous dois des excuses : Hermite qui pardonne à Jordan,
et qui magnanime, décide de le placer en première ligne pour
qu’il soit élu à l’Académie des sciences, c’est un peu du ro-
man. Oh non, il n’y a rien de faux, Hermite a bien écrit le
30 mars 1881 à Saint-Venant pour lui recommander Jordan.
Mais c’était contraint et forcé.

En 1881, il y avait trois candidats à la succession de Mi-
chel Chasles : Jordan, Darboux, et Mannheim. Le préféré de
Hermite était Darboux, et il ne voulait absolument pas de
Mannheim. Voici un extrait d’une lettre qu’il envoie à Mittag-
Leffler, le 26 février.

« je crois Darboux supérieur à Jordan, et que la limite ex-
trême des concessions, je l’ai atteinte en me résignant à l’ex-
aequo, afin de ne pas augmenter les chances de Mannheim,
qui remue ciel et terre, qui m’a fait écrire en sa faveur par
M. Kronecker ! qui se fait recommander par le président du
conseil, par Gambetta ! et ce qui dépasse tout ce qu’on peut
imaginer, par Victor Hugo ! ! Oui mon cher ami, Victor Hugo
dans un dîner, auquel M. Berthelot avait été invité, a mis son
éloquence au service d’une cause qui n’est pas meilleure que
la cause abominable de l’amnistie, et du radicalisme. »

Mais alors, si Darboux était le meilleur, pourquoi n’a-t-il pas
été choisi ? Voici l’explication de Hermite, datée du 11 mars :

« Darboux a fait un mariage en-dessous de sa position, qui
a été légitimé longtemps après la naissance de son fils aîné.
De là dans l’opinion académique une défaveur dont il porte
le poids, et qui lui fait préférer M. Camille Jordan. »

Pas très scientifique tout cela : vous ne trouvez pas ? Bon,
c’est vrai, j’ai un peu honte de citer une correspondance pri-
vée, mais je sais que vous aimez bien les ragots, et puis per-
sonne ne va venir réclamer !
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