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0 La stupeur du monde
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Stupeur du monde

Uarithmétique de Fibonacci

8%

Promis, je vais vous parler de Fibonacci, mais avant, il faut
bien justifier le titre.

hist-math.fr Bernard YCART

1 Du mariage au baptéme

Du mariage au baptéme
« Le plus grand des princes, la stupeur du monde, et 'inno- L.
p g p , p s

vateur admirable », c’est ainsi qu'un chroniqueur anglais a
désigné Frédéric de Hohenstaufen. Malgré son nom, c’est en
Sicile qu’il est né et qu’il a régné pour l'essentiel.
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Vous voyez ici un raccourci saisissant du mariage de ses pa-
rents, Henri et Constance, de sa mére en couche, et de son
baptéme.
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Mais sa naissance ne s’est pas passée si simplement que ca. @ i
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2 Naissance en public

N . . , . 1o TR Naissance en public
Sa mére avait 40 ans quand il est né, ce qui a I’époque était a Frédéric de Hohenstaufen (1194-1250)

la fois rare et dangereux. Pour prouver la légitimité de ’en-
fant, elle a accouché en public, sous une tente. Et comme ’ac-
couchement s’annoncait difficile, deux médecins arabes ont
été appelés en renfort. Ils ont réussi a sauver la mére et 'en-
fant. Forcément, ¢a doit marquer.

Songez que 'histoire se déroule au milieu des siécles de croi-
sade : le fanatisme et I'intolérance sont de régle en Occident.
Frédéric lui, parle couramment ’arabe, et pendant toute sa
vie il recherchera le dialogue.
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3 Rencontre avec le sultan al-Kamil (1219)

5

6

Pas seulement le dialogue dans le seul but de convertir,
comme Frangois d’Assise ou plus tard Ramon Llull. 11 cherche
honnétement & comprendre la religion de 'autre, et manifeste
un respect sincére. Il ira jusqu’a envoyer une liste de ques-
tions philosophiques et théologiques aux savants musulmans
en Espagne. C’est un tout jeune homme qui répond, assez
effrontément d’ailleurs : il s’appelle Ibn Sabin.

Questions siciliennes (ca 1240)

« O prince désireux de marcher dans la bonne voie, tu as
fait des demandes sur ’ame, sans déterminer de quelle espéce
d’ame tu voulais parler. Ainsi tu as omis ce qu’il ne fallait
pas laisser de coté, et tu as réuni ce qui devait rester séparé.
Voila a quoi t’a conduit ton défaut d’études en fait de sciences
spéculatives et de recherches expérimentales. »

Cour de Palerme

Frédéric cotoye les Musulmans de Sicile qui ont le droit d’exer-
cer leur religion sous son régne. Comme Saint-Frangois d’As-
sise, il rencontre le sultan al-Kamil.

rencontre avec le sultan al-Kamil

En quelques mois de négociation et de diplomatie, il réussit
I’impensable : le sultan lui céde le gouvernement de Jérusa-
lem. II faut dire que le sultan avait d’autres ennemis & com-
battre, et que ¢a l'arrangeait plutét de ne pas affronter les
chrétiens en plus.

Rendez-vous compte : conquérir le tombeau du Christ, ce a
quoi plus d’un siécle de croisades meurtriéres avaient échoué,
et cela sans verser une goutte de sang! Evidemment, ¢a ne
plait pas a tout le monde.

Rencontre avec le sultan al-Kamil (1219)
Saint-Frangois d’Assise (1182-1226)

Questions siciliennes (ca 1240)
Abu Mohammed Abd el-Hakh Ibn Sab’in (1217-1271)

o) prince désireux de marcher dans la bonne voie, tu as fait des demandes sur I’ame,
sans déterminer de quelle espéce d’ame tu voulais parler. Ainsi tu as omis ce qu'il
ne fallait pas laisser de coté, et tu as réuni ce qui devait rester séparé. Voila a
quoi t’a conduit ton défaut d’études en fait de sciences spéculatives et de recherches
expérimentales.

Cour de Palerme
Frédéric de Hohenstaufen (1194-1250)

rencontre avec le sultan al-Kamil
Frédéric de Hohenstaufen (1194-1250)




7 Excommunication

Il avait été élu empereur des Romains sous le nom de Frédéric
II, en échange de la promesse de partir en croisade. Mais a Excommunication

force de trainer des pieds, il avait fini par provoquer I’échec ~— rédéric de Hohenstaufen (1194-1250)

d’une expédition. Alors le pape l'avait excommunié. Cette B YRacanVRANESED.” TRty
miniature le montre en train de perdre sa couronne et son
sceptre sous le regard sévére d’un pape beaucoup plus grand

que lui. C’est de la propagande papiste. Aprés sa victoire di- / Viaf ‘ /| gg;‘;c’ga
plomatique a Jérusalem, la méme propagande ’accuse d’héré- i A e e ) Rapa’ 'm
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sie, et méme, horreur supréme, d’athéisme. Il est excommunié
a nouveau. Il le sera en tout quatre fois, et ¢a ne lui a fait ni
chaud ni froid.

Son personnage a été tellement récupéré qu’il est difficile de
savoir qui il était vraiment.

8 Castel del Monte (ca. 1240)

Castel del Monte (ca 1240)

Frédéric de Hohenstaufen (1194-1250)

C’était probablement un chrétien sincére. Ce magnifique cha-
teau octogonal qu’il a fait batir est censé suivre les plans de
la Jérusalem céleste.

9 De arte venandi cum avibus (ca. 1240)

De arte venandi cum avibus (ca 1240)
Frédéric de Hohenstaufen (1194-1250)

el
C’était un passionné de sciences et de nature. Un grand ama- : o
teur de chasse et en particulier de fauconnerie, ce qui lui fait
un point commun de plus avec les Musulmans, dont il fait tra-
duire les traités de chasse. Il écrit lui-méme un livre, « ’Art
de chasser avec des oiseaux ».

Et puis il attire & sa cour autant de savants qu’il peut.




10 Leonardo Pisano (Fibonacci) (ca 1170-1240)

En particulier Fibonacci. Ah ben voila, on a fini par y arriver !
Oui, mais on en sait beaucoup moins sur Fibonacci que sur
Frédéric.

Leonardo Pisano (Fibonacci) (ca 1170-1240)
Fibonacci, c¢’est une suite de trompe-1’ceil. D’abord son nom :
en mathématiques, on I'appelle Fibonacci, mais c¢’est surtout
a cause de Guillaume Libri au dix-neuviéme siécle. Lui-méme
n’a jamais utilisé ce nom-la. Il se désignait par Léonard, fil
de Bonacius, de la ville de Pise. Et puis aussi « Bigollone »
qui est un nom plutét dépréciatif, du style bon-a-rien, mais
on n’a pas vraiment réussi & savoir d’ou lui venait ce surnom.
Léonard de Pise ou Pisano est la maniére la plus correcte de
le désigner, mais puisque tout le monde a pris ’habitude de
Fibonacci, allons-y.

Le peu que l'on sache sur sa vie tient dans quelques lignes de
I’introduction de son livre le plus connu, le livre de 'abaque :
liber abaci.

11 Liber Abaci (1202)

« Quand mon pére était employé par Pise a la douane de e Apaci (1202)

Bougie pour assister les marchands qui la fréquentaient, il Leonardo Pisano (Fibonacei) (ca 1170-1240)
me fit venir & lui alors que j’étais enfant, dans 'intention de

m’assurer un avenir utile et avantageux ; il voulut que je res-

Quand mon pére était employé par Pise & la douane de Bougie pour assister les

tasse quelques jours pour qu’on m’}’ enseigne lvetUde dU. Cal' marchands qui la fréquentaient, il me fit venir a lui alors que j’étais enfant, dans I'in-
cul. La’ introduit par un enseignement admirable dans ’art tention de m’assurer un avenir utile et avantageux ; il voulut que je restasse quelques

. . . e e, . jours pour qu’on m’y enseigne ’étude du calcul. La, introduit par un enseignement
des neUf Chlﬂres 1ndlens, J al almé cette science phlS que tOUt7 admirable dans 'art des neuf chiffres indiens, j’ai aimé cette science plus que tout,
et j7ai COIHpI'iS ce qu7en eue on étudlalt en Egypte, en Syrie’ et j’ai compris ce qu'en elle on étudiait en Egypte, en Syrie, en Gréce, en Sicile,

N .. e, . et en Provence, avec ses différentes méthodes ; autant de places de commerce dans
en Grece7 en SlClle, et en PI‘OVGHCG, avec ses différentes mé- lesquelles je me suis rendu par la suite et ot je me suis instruit par beaucoup d’étude

thodes ; autant de places de commerce dans lesquelles je me o par la confit dos discussions.
suis rendu par la suite et ou je me suis instruit par beaucoup
d’étude et par le conflit des discussions. »

12 Liber Abaci (1202)

Liber Abaci (1202)

Leonardo Pisano (Fibonacci) (ca 1170-1240)

Le livre de I’abaque : encore un trompe-l’ceil. D’abord le titre :
il faut prendre le mot « abaque » au sens de calcul, et plus
particuliérement « calcul indien » : presque le contraire de
I’objet « abaque ».




13 les lapins de Fibonacci

Ensuite le contenu : tout ce qui en est resté c’est la suite de
Fibonacci, et le fameux probléme des lapins. Vous voyez ici
la page ol ce probléme apparait avec le décompte des lapins

mois par mois dans la marge de droite.
p & les lapins de Fibonacci

Mais le livre de 1’abaque, ce n’est pas que ca, loin de 1 : jl y ~ Fibonaccl Liber Abaci (1202)
a des centaines d’autres exercices, dont la plupart beaucoup
plus difficiles que celui-la. Le livre de ’abaque, ¢’est une com-
pilation des mathématiques du temps, qui inclut une bonne
partie des avancées des mathématiciens arabes. Fibonacci a
lu al-Khwarizmi, et détaille sa méthode d’Algébre et al Mu-
gabala. Mais il a lu aussi al-Kamil, al-Haytham, al-Khazin,
et bien d’autres. Cela fait du livre de I’'abaque le livre de ma-
thématiques le plus important en Europe, entre Boéce et la
Renaissance. Pendant trois siécles, les mathématiques pren-
dront modéle sur ce livre-1a. Il donnera méme naissance a un
genre que 'on appelle les « arithmétiques commerciales ». Ce
livre ne sera égalé que par Luca Pacioli, & la toute fin du
quinziéme siécle, trois siécles aprés Fibonacci.

14 Liber quadratorum (1225)

Le dernier trompe-1'ceil de Fibonacci c’est son originalité en
tant que mathématicien. Le livre de ’abaque est un livre d’en-
seignement, reprenant pour le public européen, les méthodes Liber quadratorum (1225)
mises au point par les Arabes. Certains en ont profité pour Ity R (i) (G 1)
réduire Fibonacci & un opportuniste sans originalité, qui n’au-
rait eu que le mérite de lire ’arabe. Non, Fibonacci c’est bien
plus que cela.
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Voici le début du Liber Quadratorum, le livre des carrés. Dans
I’encadré bleu, il n’y a qu’une initiale, F pour Frédéric, la Stu-
peur du Monde. Oui, en plus de m’étre sympathique, il fallait
bien une raison pour qu’il apparaisse dans cette histoire.

La premiére ligne dit : « Ici commence le Livre des Carrés,
par Léonard de Pise, en ’an 1225 ». Dans les lignes suivantes,
Fibonacci raconte les circonstances dans lesquelles le livre est
né.

15 Maitre Jean de Palerme

Maitre Jean de Palerme
« Quand Maitre Dominique m’a conduit aux pieds de votre — Fienece Liber Quadratorum (1125)
majesté céleste, prince trés glorieux, seigneur Frédéric, je ren-
contrai Maitre Jean de Palerme; il me proposa une question

qui lui était venue a I'esprit, appartenant autant a la géomé-

Quand Maitre Dominique m’a conduit aux pieds de votre majesté céleste, prince

trie qu’a l’arithmethue : trouver un nombre carré tel que, trés glorieux, seigneur Frédéric, je rencontrai Maitre Jean de Palerme; il me proposa
d . t ai té trait t d une question qui lui était venue & 'esprit, appartenant autant a la géométrie qu’a
quand cigq est ajoute ou soustrait, on trouve encore des car- Parithmétique : trouver un nombre carré tel que, quand cing est ajouté ou soustrait,

rés. » on trouve encore des carrés.

Evidemment quand il s’agit de nombres, il s’agit de nombres
entiers, ou éventuellement de nombres rationnels.



16 carrés en progression arithmétique

carrés en progression arithmétique
Fibonacci, Liber Quadratorum (1125)

Donc si on oublie la valeur 5 qui n’a rien de spécial, Fibonacci

cherche trois carrés z2, y2, 22 en progression arithmétique, Trouver a? < y? < 22 tels que a2 + 22 = 24°.
c’est-a-dire tels que 172 + 22 = 2y2 Posons : z+z =2pet z—z =2q.
. . . A ez Al =p—qetz= d 3
Mais si 22 4 22 est pair, c’est que 22 et 22 ont la méme pariteé, OB TSP g et 2=pha, cone
. N 42 2 2 _ 2 2
donc aussi x et z sont de méme parité, et z + x comme z — x T2 =42,
sont pairs. On trouve donc que (z — z)/2, (z + 2)/2 et y donc :

forment un triplet pythagoricien.

17 Abu Ja’far al-Khazin (900-971)

. . . . . Abu Ja’'far al-Khazin (900-971
Ce que Fibonacci oublie de dire, c’est que le probléme n’est U JefralKhazn )

pas nouveau. Il figure chez Diophante, dans lequel le rap-
port avec les triplets pythagoriciens, apparaissait déja. A la
suite de Diophante, il avait été traité par les mathématiciens
arabes, qui en avaient reconnu toute 'importance. Parmi eux,
al-Khazin, au dixiéme siécle.

Il écrit une « épitre sur la formation des triangles rectangles a
cOtés rationnels, et sur 'utilité qu’offre leur connaissance. » 11
est raisonnable de penser que Fibonacci connaissait ce texte.
Voici ce que al-Khazin y démontre.

18 Sur la formation des triangles rectangles

« Quant au but de la connaissance de ces triangles, c’est de

trouver un nombre qui a une racine, et tel que si on y ajoute

un certain nombre, la somme a une racine, et si on retranche Sur Ia formation des triangles rectangles
le méme nombre, le reste a une racine. » Abii Ja'far al-Khazin (900-971)

Et al-Khazin énonce, et démontre géométriquement, I’équiva-
IGHCG entre le probleme dGS nombres Congruents et les trlplets Quant au but de la connaissance de ces triangles, c’est de trouver un nombre qui a

pythagoriciens_ EII termes modernes, Cela S’énonce de maniére une racine, et tel que si on y ajoute un certain nombre, la somme a une racine, et si
trés simple on retranche le méme nombre, le reste a une racine.

Ceci montre que si on trouve trois nombres en progression e B B { Sty = @ty
arithmétique qui soient tous les trois des carrés entiers, la #-2ay = (@-y)?*.
raison de cette progression, a savoir le nombre 2zy dans I’écri-

ture ci-dessus ne peut pas étre quelconque. Déja elle est paire,

mais comme x et y sont multiples de deux nombres de parité

différentes, le produit 2zy est multiple de 4, et méme de 24.

Fibonacci va aller beaucoup plus loin.



19 Numerus congruus

Numerus congruus
Fibonacci, Liber Quadratorum (1225)

D’abord il montre que la raison de la progression arithmétique
est forcément de la forme 4mn fois m + n fois m —n, ou m et
n sont deux entiers. C’est ce qu’il appelle un nombre congru.

4mn(m +n)(m —n)

Ensuite, il démontre que si m est supérieur a n, alors le rap-

port m sur n ne peut pas étre égal au rapport m + n sur m_ men
m-—-n n’' m-n
m m-+n
—
n m—n

20 Numerus congruus

En suivant, il dit : Numerus congruus

P . R Fibonacci, Liber Quadratorum (1225)
« De cela, on déduira en fait que aucun nombre carré ne peut

étre un nombre congru ; car si ¢’était possible, alors le rapport
de la somme & la différence serait comme celui du plus grand
au plus petit. »

De cela, on déduira en fait que aucun nombre carré ne peut étre un nombre congru;
Et 14, malheureusement, on ne saura jamais ce qu’il avait en ;ir;ilfs’égtf;;g‘fjgﬁs a}i‘z?&e repport de la:somme 4 la‘difiérence'seraiticomme celui
téte. Il est parfaitement exact que si le rapport de la somme
a la différence était égal au rapport des deux nombres m et
n, alors le nombre congru 4mn fois m+n fois m —n serait un
carré. D’accord, mais 'implication inverse ne peut pas s’en
déduire, et ca, c’est vraiment dommage.

21 aucun carré ne peut étre un nombre congru

Parce que cette simple affirmation, un nombre congru ne peut

pas &tre un carré, a des conséquences importantes. Si on

revient au probleme initial, Fibonacci dit qu’il n’existe pas aticun carté ne peirt étre un nombre congru
quatre entiers x, y, z, ¢ tels que 22 = y2 — et 2= y2 +c2, Fibonacei, Liber Quadratorum (1225)

c’est-a-dire que le premier probléme écrit ici est impossible.

Mais si ce premier probléme était possible, alors le second,

trouver une différence de deux puissances quatriémes qui soit S5gE e, { :j = Ziliz
un carré, le serait aussi. C’est-a-dire qu’on n’est pas loin du '
tout du cas n = 4 dans le grand théoréme de Fermat. Avec JabceN, a=b—_ct.
cette affirmation, et méme s’il ne 'avait pas tout a fait dé-

montrée, Fibonacci va trés au-dela de Diophante, et méme des JabceN, aiibt=ct.

arithméticiens arabes comme al-Khazin. Il faudra attendre
plus de quatre siécles pour que Fermat démontre que les trois
problémes que vous voyez sont impossibles. Apparemment,
Fermat ne connaissait pas le livre des carrés de Fibonacci.
Pourquoi donc : parce qu’il avait été perdu, oublié ?



22 Fra Luca Bartolomeo de Pacioli (1447-1517)

Fra Luca Bartolomeo de Pacioli (1447-1517)

Non, pas vraiment : Les livres de Fibonacci ont été soigneu-
sement étudiés par cet homme, Luca Pacioli, un copain de
Léonard de Vinci.

23 Summa de arithmetica (1494)

Summa de arithmetica (1494)
Luca Pacioli (1447-1517)
Il en a tiré ce livre, la Somme d’Arithmétique, écrit en ita-
lien et non en latin, qui a joué pour les mathématiques eu-
ropéennes du seiziéme siécle, le role que le livre de ’abaque
avait joué pendant les trois siecles précédents.

On y trouve non seulement les méthodes algébriques du livre
de I'abaque, mais aussi la notion de nombre congru venant
du livre des carrés.

24 Niccolo Fontana Tartaglia (1499-1557)

Niccold Fontana Tartaglia (1499-1557)

Un demi-siécle aprés Pacioli, Tartaglia reprend le probléme
dans son magistral « Trattato di Numeri », le traité des
nombres.

Pacioli puis Tartaglia avaient écrit en italien, et cela pourrait
expliquer que Fermat n’en ait pas eu connaissance 7

25 L’arithmétique de Nicolas Tartaglia (1578)

L’arithmétique de Nicolas Tartaglia (1578)

Guillaume Gosselin (ca 1533-1590)

L'ARITHMETIQVE
Pas du tout : les ceuvres de Tartaglia ont été traduites en fran- PECNTLCOLAS
cais par Guillaume Gosselin, de Caen, qui qualifie Tartaglia TARTAGLIA BRESCIAN,
4 .. . . . GCRAND MATHEMATICIEN,
de grand mathématicien et prince des praticiens. On trouve BT PRINCE DES PRATICIENS,
dans le livre un chapitre sur les nombres congrus, dans lequel Diuiféecndeax partiess
Pacioli et Fibonacci sont cités plusieurs fois. FAdcd i compacn s pageliomens,

Recucillie & traduice &' Iralien en Frangois, par
Gvirzavms Gosssrin deCaen,

e sesiies les demonfirasions Machematiqnes 6/ plo
Leursinuentions dudit Gossvyn, efarfes -
chacne en fonhien,” 3



26 il faut icy auoir sel en bouche

il faut icy auoir sel en bouche
Gosselin, L’arithmétique de Nicolas Tartagia (1578)

« Frére Luc du Bourg (il s’agit de Pacioli) en dit plus en cet
endroit, par autorité de Léonard de Pise : il faut ici avoir sel
en bouche, car c’est une matiére trés difficile : souvent si on
propose un nombre, il n’aura pas de carré congruent, et savoir
quand on peut trouver un carré congruent est trés difficile,
comme le montrera ’expérience. »

27 références

Je n’ai pas trouvé I'expression « avoir sel en bouche » dans
les dictionnaires anciens. J’imagine qu’elle fait référence & une
des deux fonctions symboliques du sel, la purification, comme
dans le baptéme, ou la sagesse, et je pencherais plutot pour la
seconde. J’espére que cela ne vous empéchera pas de gofiter
tout le sel de cette histoire, qui pour une fois, n’a absolument
rien de salace.

Dauantage dit en cet endroit Frere Luc du Bourg par l'autorité de Leonard Pisan,
qu’il faut icy auoir sel en bouche, pour estre matiere tres difficile, pourautant qu’il
dit que beaucoup de fois on nous proposera un ndmbre, & sgauoir si on luy pourra
trouuer vn quarré Cogruent, ce qui est tres difficile & cognoistre, ainsi que ’experiéce
le monstrera.
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